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Einleitung

Ranglisten sind allgegenwértig: die Liste der besten Universitdten beim Hochschulran-
king, die aktuelle Tabelle in der Fuftball Bundesliga oder die Liste der Top-Manager
Gehalter im vergangenen Jahr — in fast allen Lebensbereichen werden Dinge bewertet
und in Reihenfolgen gebracht. Auch in der Wissenschaft spielen Ranking-Modelle als Spe-
zialfall von allgemeinen Priferenzmodellen eine grofie Rolle: Eine in Experimenten der
Psychologie haufig verwendete Methode ist es, Probanden Auswahlentscheidungen treffen
zu lassen, um auf diese Weise Préferenzen im Hinblick auf bestimmte Vorbedingungen
oder Einfliisse zu untersuchen. In der Informatik werden diese psychologischen Modelle
auf Systeme kiinstlicher Intelligenz iibertragen, etwa um anhand bekannter Entschei-
dungen eines Benutzers spétere Verhaltensweisen zu prognostizieren. Ein prominentes
Beispiel hierfiir sind die Produktempfehlungen der Webseite amazon.de, welche die be-
kannten Kaufentscheidungen ihrer Kunden verwendet um weitere Produkte zu bewerben.
Anhand der Uberschrift unter der die Produktempfehlungen beworben werden, ,Kunden,
die diesen Artikel gekauft haben, kauften auch®, ldsst sich erkennen dass hier Praferenz-
modelle zugrunde gelegt werden um ,jintelligente Empfehlungen geben zu kénnen.

Zur wissenschaftlichen Untersuchung der Zusammenhénge die zu Ranglisten fiihren, ist
die Wahl eines geeigneten statistischen Modells von grofer Bedeutung. Fiir die praktische
Seite ist ferner von Belang, ob ein gegebenes Modell iiberhaupt handelbar ist, das heifst
ob in diesem Modell bei gegebenen statistischen Daten die Parameter {iberhaupt und in
angemessener Zeit geschatzt werden kénnen.

Die vorliegende Masterarbeit widmet sich der Bestimmung von Maximum Likelihood
Schéatzern bei Modellen, dessen Wahrscheinlichkeitsfunktionen rationale Funktionen in
ihren Parametern sind, so dass Losungsmethoden aus der kommutativen Algebra ange-
wendet werden kénnen. Grobe Leitlinie ist dabei zu jedem Modell die Frage nach Bedin-
gungen an den statistischen Daten, die zur Existenz und im besten Falle zur Eindeutigkeit
eines Maximum Likelihood Schétzers fiihren.

Die Methoden zur Lésung polynomialer Gleichungssysteme — das heiftt nicht-linearer
Gleichungssysteme in mehreren Verdnderlichen — werden in Kapitel I vorgestellt. Hierzu
wird zunéchst in Abschnitt 1 eine kurze Einfilhrung in die Theorie der Grébnerbasen
gegeben, welche aber aufgrund ihres Umfangs nicht vollstdndig erklart werden kann. Der
interessierte Leser findet ausfiihrlichere Informationen in ,,An introduction to Grobner
bases* von William Adams [Ada00| sowie in ,Ideals, Varieties, Algorithms* von David
Cox et.al. [CLOO00|. Im folgenden Abschnitt 2 wird gezeigt, wie man die Theorie der
Grobnerbasen zur Losung polynomialer Gleichungssysteme verwenden kann.

Kapitel II widmet sich der Erklarung der zu untersuchenden Objekte, den Ranking-
Modellen. Die Theorie der Grobnerbasen kommt in diesem Kapitel nur am Rande zum
Einsatz, vielmehr wird in Abschnitt 3 zunéchst der Begriff des Ranking-Modells definiert



Einleitung

und im Folgenden Eigenschaften von Ranking-Modelle besprochen, namlich die Label-
Invarianz und die Umkehrbarkeit. Ferner werden Abstandsmafe auf der symmetrischen
Gruppe definiert und ihr Zusammenhang mit Ranking-Modellen aufgezeigt. Definitionen
konkreter Ranking-Modelle werden in Abschnitt 4 gegeben und ausfiihrlich besprochen:
Zur Sprache kommen das Plackett-Luce-Modell in Abschnitt 4.1, das Bradley-Terry-
Mallows-Modell in Abschnitt 4.2 und das Inversionsmodell in Abschnitt 4.3. Es wird
auerdem jeweils gezeigt, welche der vorgenannten Figenschaften die Ranking-Modelle
erfiillen. Der Abschnitt 4 schliefst ab mit dem Ausblick auf weitere mogliche Ranking-
Modelle in, welche im Zusammenhang mit dieser Masterarbeit nicht besprochen werden.

In Kapitel III werden die beiden vorgehenden Kapitel zusammengefiihrt. Hier wird
versucht anhand beispielhafter Untersuchungen Regelméfigkeiten bei der Existenz von
Maximum Likelihood Schétzern festzustellen. Dazu werden in Abschnitt 5 zunéchst die
Methoden vorgestellt und in Abschnitt 6 die zum Zweck der Untersuchung program-
mierten Funktionen fiir Maple beschrieben, deren Quellcodes im Anhang ab Seite 57 zu
finden sind. In Abschnitt 7 werden die Ergebnisse fiir die jeweiligen Modelle présentiert:
Im Plackett-Luce-Modell lassen sich dabei nur Vermutungen formulieren, gestiitzt durch
die Losungen der betrachteten Fille. Das Bradley-Terry-Mallows-Modell erweist sich als
besonders schwierig, da schon kleine Beispielfélle zu hochgradigen Polynome fiihren, die
nicht exakt gelost werden konnen. Im Inversionsmodell hingegen lésst sich ein notwen-
diges Kriterium fiir die Existenz von Maximum Likelihood Schéitzern formulieren und
beweisen. Der Abschnitt 8, in dem die Ergebnisse der Untersuchungen diskutiert und ein
Ausblick auf weitere mogliche Untersuchungen gegeben wird, schliefst Kapitel III und die
Masterarbeit ab.



| Algebra von polynomialen
Gleichunssystemen

8§81 Grundlagen der Grobnerbasen-Theorie

Die Theorie der Grobnerbasen liefert Methoden zur Definition und Berechnung von Er-
zeugendensystemen von Idealen in Polynomringen. Mit deren Hilfe lassen sich eindeutige
Erzeugendensysteme fiir Ideale definieren und auf diese Weise einige Probleme der kom-
mutativen Algebra 16sen. Hierzu zéhlen, bei gegebenen Polynomen f, g im Polynomring
K[zy,...,zy] in n Unbekannten iiber einem Kérper K, und Idealen I, J C Klz1,...,x,),
Fragen nach dem Enthaltensein von f in I, der Gleichheit von f und g modulo I oder der
Gleichheit der Ideale I und J. Dariiber hinaus haben Grobnerbasen eine Vielzahl schoner
theoretischer Eigenschaften, die zudem fiir praktische Anwendungen ausgenutzt werden
konnen, zum Beispiel fiir automatische Beweissysteme oder zum Losen von polynomia-
len Gleichungssystemen. In diesem Abschnitt wird ein grober Uberblick iiber die nétige
Theorie fiir diese Masterarbeit gegeben, fiir detaillierte Ausfithrungen und Beweise siehe
[Ada00] oder [CLOO0O].

Im gesamten Text wird, falls nicht anders definiert, mit S der Polynomring K[z, ..., x,]
in n Unbekannten iiber einen Korper K bezeichnet. Ein Monom im Polynomring S ist
ein Produkt z;, ---z;, von endlich vielen Variablen, geschrieben als z® = z{* .- xg",
mit « = (aq,...,ay) ein Vektor von nicht-negativen ganzen Zahlen. Es bezeichne T' die
Menge aller Monome in S. Ein Polynom f € K{z1,...,z,] kann also gesehen werden als
endliche K-Linearkombination von Monomen, f = ZaeN{; cox® [CLO00, Kapitel 1.1].

Ein Ideal im Polynomring S ist eine additive Untergruppe I C S mit der Eigenschaft,
dass fiiralle f € I, g € S gilt: f-g € I. Gegeben eine Menge von Polynomen g, ..., g, € S,
so bezeichnet

(g1, 9r) ={fr1 + ...+ frar | fi €S}

das von den Polynomen g, ..., g, erzeugte Ideal. Gibt es fiir ein Ideal I eine Menge von
Monomen my,...,m, mit I = (mq,...,m,), so heifst I ein monomiales Ideal|CLO0O,
Kapitel 1.4].

Definition 1.1 (Termordnung) Fine Termordnung < ist eine totale Ordnung auf der
Menge der Monome T C S mit:

(i) 1 <m fir allem e T.

(ii) Gilt my < mg und my, ma,ms € T, so folgt mims < mams.



§1 Grundlagen der Grobnerbasen-Theorie

Zwei Standardbeispiele fiir Termordnungen sind die lexikographische Termordnung
und die Grad-lexikographische Termordnung. Beide beziehen sich auf eine Ordnung der
Variablen, zum Beispiel 1 > ... > x,,. Bei ersterer werden zwei Monome geordnet indem
sukzessive die Potenzen der Variablen in absteigender Reihenfolge verglichen werden.
Die Ordnung wird dann bestimmt durch die Ordnung der ersten Potenz in dem sich die
Monome unterscheiden. Bei der grad-lexikographischen Termordnung wird zunéchst nach
dem Gesamtgrad der Monome geordnet und erst bei gleichem Grad die lexikographische
Ordnung verwendet.

Beispiel 1.2 Sei n = 3. In lexikographischer Termordnung gilt
Tiry - T105 - 12308 - 20,
In Grad-lexikographischer Ordnung gilt allerdings
Tox§ > T105 - r13s - 23T,
O

Weitere wichtige Termordnungen sind zum einen die grad-revers-lexikographische Term-
ordnung (degrevlex) sowie die Klasse der Eliminationsordnungen. Bei degrevlex werden
Monome zunédchst nach ihrem Grad geordnet und bei gleichem Grad werden die Va-
riablen in aufsteigender Reihenfolge verglichen, wobei das Monom mit gréfserer Potenz
in der ersten sich unterscheidenden Variable in der Termordnung kleiner ist. Es gilt al-
so beispielsweise z2x913 < 175, Diese Ordnung ist von besonderem Interesse, da die
Berechnung von Grébnerbasen mit dieser Termordnung oft schneller lauft als mit ande-
ren Termordnungen. Eliminationsordnungen werden zum Losen von polynomialen Glei-
chungssystemen gebraucht und im Abschnitt 2 ausfiihrlich besprochen. Weitere Beispiele
und ausfiihrliche Erkldrung und Motivation kénnen gefunden werden in [CLO00, Kapitel
2.1].

Definition 1.3 (Leitterm, Initialideal, Grébnerbasis) Es sei < eine beliebige Term-
ordnung auf T'.

(i) Ist 28 fir f = S cqx® € S das beziiglich < mazimale Monom mit ¢, # 0, so
heifenlt<(f) == cpx? der Leitterm (Initialterm) und Im<(f) := 2° das Leitmonom
(Initialmonom) von f.

(it) Fiir ein Ideal I C S heifit

ing (1) = (Im<(f) [ f € 1)

das Initialideal von I. Zu einer endlichen Teilmenge G = {q1,...,gr} heifst

in<(G) = <1m<(gl)) SRR lm< (gT‘)>

das Initialerzeugnis von G.

10



Kapitel I. Algebra von polynomialen Gleichunssystemen

(11i) Fir ein Ideal I C S heifst G C I eine Grobnerbasis von I, falls gilt: ing(I) =
in<(G).

Ein Erzeugendensystem G eines Ideals I ist also eine Grobnerbasis, falls in I keine
Leitmonome auftauchen, die nicht auch schon von den in G auftretenden Leitmonomen
erzeugt werden, oder kiirzer, falls das Initialideal des von G erzeugten Ideals und das
Initialerzeugnis von G iibereinstimmen. Ist die Termordnung klar, so wird diese in der
obigen Notation oft weggelassen.

Satz 1.4 Sei I C S ein Ideal und sei eine Termordnung festgelegt. Dann existiert eine
endliche Menge G C I, die beziiglich der gegebenen Termordnung eine Grébnerbasis ist.

Beweis. Mit den bekannten Satzen der kommutativen Algebra ist dies leicht gezeigt:
Nach dem Hilbert’schen Basissatz ist jedes Ideal endlich erzeugt, sowohl das Ideal I als
auch das Initialideal in(I). Sei G = {f1,..., fr} ein Erzeugendensystem von I. Das In-
itialideal in([/) ist ein monomiales Ideal und wird, man folge dem Beweis des Basissatzes
[CLOO00, Kapitel 2.5, von endlich vielen Monomen erzeugt. Diese Monome sind Leitmo-
nome von bestimmten Polynomen gi,...,gs € I, woraus folgt, dass GU{g1,...,gs} eine
endliche Grobnerbasis ist, da nun Initialideal und Initialerzeugnis {ibereinstimmen. [J

Im Gegensatz zum Nachweis der Existenz ist zunéchst vollig unklar, wie zu einem
gegebenen Ideal eine Grébnerbasis oder das Initialideal zu bestimmen sind. Insbesondere
zeigt das nachfolgende Beispiel, dass im Allgemeinen die Gleichung in({f1,..., fr)) =
(Im(f1),...,lm(f,)) nicht gilt:

Beispiel 1.5 Sein =3, fi = x1 —x9+x3, fo =21+ 22+ 23, [ = <f1,f2>. Sei die
Termordnung grad-lexikographisch mit xy > z9 > x3.

Nun gilt Im(f1) = Im(f2) = x1, also (Im(f1),lm(f2)) = (z1). Aber es gilt o = Im(f; —
f2), also (x1,x9) C in(I). O

Der Algorithmus von Buchberger 16st das Problem, aus einem gegebenen Erzeugenden-
system eines Ideals eine Grobnerbasis zu berechnen. Grundlage hierfiir ist die Reduktion
von Polynomen, eine Verallgemeinerung der Polynomdivision auf n Unbekannte, und das
damit formulierbare Buchberger-Kriterium fiir Grobnerbasen. Die Ausformulierung dieser
Theorie wiirde hier den Rahmen sprengen und wird daher ausgelassen. Der interessierte
Leser sei auf [CLOO00, Kapitel 1-3] sowie auf [Ada00] verwiesen.

Im Wesentlichen sucht der Algorithmus auf systematische Weise nach einem Polynom
im Ideal, dessen Leitmonom noch nicht im Initialerzeugnis des Erzeugendensystems ent-
halten ist und fiigt dieses Polynom gegebenenfalls zum Erzeugendensystem hinzu. Dies
wird so lange wiederholt, bis keine solchen Polynome mehr existieren. Nach Konstruktion
ist das Resultat eine Grébnerbasis. Der Algorithmus terminiert, da nach Hilbert’schem
Basissatz jedes Ideal — also auch das Initialideal — endlich erzeugt ist und diese Erzeuger
nach endlich vielen Schritten vorliegen miissen. Allerdings sind sowohl Laufzeit als auch
Platzaufwand von asymptotisch exponentieller Gréfsenordnung, so dass die Berechnung
einer Grobnerbasis mit Hilfe eines Computeralgebrasystems wie Maple oder Singular

11



§2 Losen von polynomialen Gleichungssystemen

selbst bei wenigen Erzeugern schnell mehrere Minuten oder Stunden in Anspruch neh-
men kann. Wie schon zuvor angedeutet, spielt die Wahl der Termordnung eine wesentliche
Rolle bei der Laufzeit und kann diese drastisch senken [CLO00, BGK86, GMN*91]|, al-
lerdings sind fiir bestimmte Probleme eben auch bestimmte Termordnungen besonders
wichtig, wie im folgenden Abschnitt deutlich wird.

§2 Losen von polynomialen Gleichungssystemen

Grundlage fiir das Losen von polynomialen Gleichungssystemen mit Hilfe von Grébnerba-
sen bilden eine geschickte Wahl der Termordnung sowie der Eliminationssatz. In diesem
Abschnitt erweisen sich die Abkiirzungen K[X] := K(x1, ..., 2], K[Y] = K[y1, ..., Ym]
und K[X,Y] := Klz1,...,Zn,Y1,---,Ym] als hilfreich. Diese Theorie wird ausfiihrlich
besprochen in [CLOO00, Kapitel 3].

Definition 2.1 (Eliminationsordnung) Sei S = K[X,Y] = K[z1,...,Zn, Y1, -, Ym]
ein Polynomring tiber zwei Mengen von Variablen und <, und <, Termordnungen auf
den x- beziehungsweise y-Variablen. Die Ordnung auf den Monomen in S, die durch

Qi Qg
a1, b1 as, Ba . M <, 22 oder
r "y < Yy = { a1 = Qo Und yIBl _<y y/82

definiert wird, heifit Eliminationsordnung beziiglich der y-Variablen.

Bei einer Eliminationsordnung gilt also fiir alle Monome z®4®? und y? in K [(X,Y]
mit a; # 0: %1y = yP. Sie ordnet also die Gesamtheit der z-Variablen ,lexikogra-
phisch grofser als die y-Variablen. Insbesondere ist die lexikographische Termordnung in

Klzy,...,zp] mit 1 > x9 > -+ > x, fiir jedes k eine Eliminationsordnung beziiglich
Tk, ..., %n. Der folgende Satz formuliert die zentrale Eigenschaft der Eliminationsord-
nungen:

Satz 2.2 (Eliminationssatz) Seien I C K[X,Y] ein Ideal, < eine Eliminationsord-

nung beziglich der y-Variablen und G = {g1,...,gr} eine Grobnerbasis von I. Dann ist
{91,...,9-} N K[Y] eine Grobnerbasis von I, == 1N K[Y].

Beweis. Klar ist: G N K[Y] C I, und I, ist ein Ideal. Sei nun ein f € I, gegeben. Da
{91,...,9r} Grobnerbasis von I ist, existiert ein j € {1,...,r}, so dass Im(g;) | Im(f) =
y®. Damit gilt schon g; € K[Y]. Denn angenommen g; € K[X,Y |\ K[Y], so taucht in g;
ein Monom m mit positiven z;-Potenzen auf, aber Im(g;) enthélt keine x;-Potenzen, das
heift m < Im(g;) = y*, wobei < eine Eliminationsordnung beziiglich den y-Variablen
ist, ein Widerspruch. Es folgt in(l,) = (Im(g) | ¢ € G N K[Y]), das heikt G N K[Y] ist
Grobnerbasis von I,,. O

Dieses Ergebnis kann man nun zum Ldsen eines polynomialen Gleichungssystems nut-
zen, ndmlich auf folgende Weise: Sei das Gleichungssystem

fi=0,..../r=0 (2.1)

12



Kapitel I. Algebra von polynomialen Gleichunssystemen

gegeben, mit fi,..., f, € K[zy,...,2,]. Die Varietat V({f1,..., f.)) ist genau die Lo-
sungsmenge des Gleichungssystems. Nun sucht man mit Hilfe einer entsprechenden Eli-
minationsordnung nach allen Polynomen, die nur eine Teilmenge der Variablen enthalten.

Nach Umbenennung sind dies die Variablen x1,...,x, und nach dem Eliminationssatz
enthélt die Grobnerbasis geschnitten mit dem Ring Klz1,...,x,] Erzeuger fiir alle sol-
chen Polynome, etwas gi,...,¢;. Fir jede Losung (ai,...,a,) des Gleichungssystems
(2.1) ist (a1,...,an) eine Losung des Gleichungssystems

g1:0,...,gl:0. (22)

in K. Das heifst man kann zunéchst die Losungen des kleineren Gleichungssystems (2.2)
bestimmen, um diese dann (falls moglich) zu Losungen des urspriinglichen Gleichungs-
systems zu erweitern. Das folgende Beispiel illustriert dies:

Beispiel 2.3 Betrachte das Ideal I = (zy — 1,2z — 1) C Rz, vy, z|. Beziiglich der le-
xikographischen Termordnung mit x > y > z ist die Menge G = {z — y,xy — 1} eine
Grobnerbasis! von I, also erzeugt z — y das Ideal I N R[y, z]. Alle Teillésungen (yo, 20)
miissen also von der Form (yo, 29) = (a, a) sein. Setzt man dies in die Elemente von G ein,
so konnen diese nur gemeinsam 0 werden wenn a # 0 gilt und (zo, y0, 20) = (1/a,a,a).

Somit ist V((zy — 1,2z — 1)) = {(1/a,a,a) | a € R\ {0}}. O

Dieses Verfahren lasst sich rekursiv anwenden und im besten Falle muss man jeweils nur
noch polynomiale Gleichungssysteme in einer oder zwei Variablen 16sen. ,Im besten Falle*
heifst, das dies nicht immer klappt. Bei ungeschickter Wahl der Variablen 1, ..., x,, oder
bei entsprechenden Gleichungssystemen kann es vorkommen, dass die mit der Eliminati-
onsordnung bestimmte Grobnerbasis G keine Polynome aus K[z, ..., T, ] enthélt. Daher
ist es nahe liegend, stets Grobnerbasen beziiglich lexikographischer Termordnungen zu
berechnen, da man auf diese Weise gleich mehrere mogliche Eliminationsordnungen be-
arbeitet. Leider sind die lexikographischen Termordnungen aber genau jene, fiir die der
Buchberger-Algorithmus besonders ineffizient ist [CLO00, BGK86, GMN'91]. Anderer-
seits kann es dann aber auch geniigen, nur diese eine Grébnerbasis G auszurechnen, wenn
zum Beispiel fiir jedes k € {1,...,n} der Schnitt G N K|z, ..., x| nicht leer ist. Dann
ist das Problem reduziert auf eine Kette (beziehungsweise genauer einen Baum) von po-
lynomialen Gleichungssystemen in jeweils nur einer Variablen: Man finde zunéchst die
Lésungen von G N K [zy], und setze diese jeweils in GN K [x,,—1, z,] ein, so dass nur noch
die Variable x,,_1 iibrig bleibt. Dann konnen die Teillésungen fiir z,_1 bestimmt wer-
den und zusammen mit der zuvor verwendeten Losung von x, in G N K[x,—2, Tp_1, Ty
eingesetzt werden usw.

Neben der Tatsache dass die resultierende Grobnerbasis bei ungiinstig gewéhlter (allge-
meiner) Eliminationsordnung manchmal keine wesentliche Vereinfachung mit sich bringt,
gibt es auch Ideale, in denen die Grobnerbasis unabhéngig von der Wahl der Eliminati-
onsordnung keine der Variablen eliminiert. Das Ideal I = (z1zoxs — 1) C K|[z1, z2, 23]

!Der Nachweis hiervon ist nicht ohne Weiteres méglich, es wird dazu mehr von der Theorie bendtigt,
die vorangegangenen Abschnitt ausgelassen wurde.

13



§2 Losen von polynomialen Gleichungssystemen

ist hierfiir ein triviales Beispiel, da unabhéngig von der Termordnung gilt:
in(l) = (m(g) | g€ I) = Im(f - (12023 — 1) | f € 5)) = (Im(z12223 — 1)).

In solchen Féllen schlagt dieses Verfahren fehl und es muss nach anderen Losungswegen
gesucht werden.

Doch selbst wenn die Elimination bestimmter Variablen funktioniert, lassen sich Teill6-
sungen nicht immer zu Lésungen des ganzen Gleichungssystems erweitern, wie auch schon
obiges Beispiel zeigt. Dies ist dem Hinzukommen singulérer Punkte bei der Einschréan-
kung der Varietiat V(f1,..., f,) auf den Unterraum K™ geschuldet. Genauer beschrieben
wird dies durch das folgenden Satz, auch zu finden in [CLOO00, Kapitel 3.3, Theorem 3|:

Satz 2.4 Seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper, I = (f1,...,fr) C K[X,Y]
ein Ideal und < eine Eliminationsordnung beziiglich der y-Variablen. Dann gilt fir die
Projektion ¢: K™ x K™ — K™ (a,b) — (b):

VI NK[Y]) = ¢(V(I)).

Dabei bezeichnet = wie in der algebraischen Geometrie iiblich den Abschluss in der
Zariski-Topologie [Hul00].

Beweis. Seien V := V(I) und I, := I N K[Y]. Sei b € ¢(V) C K™. Dann existiert ein
a € K" so dass (a,b) € V. Fiir ein f € I, gilt f(a,b) = 0, da f € I. Da aber f nur
y-Variablen enthélt, gilt auch f(b) = 0. Also gilt ¢(V) C V(I,). Da V(I,) selbst eine
Varietit ist, liegt auch der Abschluss ¢(V) in V(I,).

Fiir die andere Inklusion geniigt es nach dem Hilbert’schen Nullstellensatz [Hul0O,
Kapitel I, Theorem 1.6] die Inklusion I(V (1)) = /1y 2 I(¢(V)) = I(¢(V)) zu zeigen.
Dazu sei f € I(¢(V)), das heifst f(b) = 0 fir alle b € ¢(V). Betrachtet man f als
Polynom in K[X,Y], so gilt auch f(a,b) = 0 fiir alle (a,b) € V. Mit dem Hilbert’schen
Nullstellensatz ist damit f € v/T, also f' € I fiir ein geeignetes I € N. Da aber f in K[Y]
liegt, gilt auch f € \/E, was zu zeigen war. O

Zusammengenommen heifst das, dass Grobnerbasen zwar ein méchtiges Hilfsmittel zum
Lésen von polynomialen Gleichungssystemen sind, jedoch nicht immer ausreichen. Zwar
kann man auf eine starke Vereinfachung des Ausgangsgleichungssystems hoffen, doch
muss man oft noch andere Techniken anwenden um in Kombination die eigentliche Frage
l6sen zu konnen.
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Il Ranking-Modelle

§3 Einfihrung

§3.1 Definition

Es werde eine feste Anzahl von n Objekten O = {Oi,...,0;,} durch einen nicht-
deterministischen Prozess in eine Rangfolge gebracht. Das heifst, jedem Objekt werde
bijektiv eine Rangzahl zwischen 1 und n zugeordnet, wobei das Objekt mit Rangzahl 1
das beste, jenes mit Rangzahl n das schlechteste sei. Zur Vereinfachung der Schreibweise
wird die Menge der Objekte mit der Menge {1, ..., n} identifiziert, so dass jede Rangfolge
als ein Element der symmetrischen Gruppe .S,, dargestellt werden kann. Dabei ist wichtig
zu erkennen dass jede Permutation 7 € S;, auf zwei Arten interpretiert werden kann, und
dass die Art der Interpretation von grofser Relevanz fiir die mathematische Modellierung
ist. Um die Unterscheidung klar zu halten, soll m abhéngig von der Interpretation eine
verschiedene Bezeichnung erhalten [Mar95|.

Definition 3.1 Sei die Permutation © € S, als Rangfolge gegeben. Ist w(i) der Rang
von Objekt i, so heifit m ein Ranking. Ist w(i) das Objekt auf Rang i, so heifit m eine
Ordnung.

Permutationen aus .S, werden hier meist in Wortschreibweise angegeben, das heifst
m = 312 bedeutet w(1) = 3, w(2) = 1, w(3) = 2. Ebenfalls zur Anwendung kommt die
Zykelschreibweise, jedoch nur fiir Transpositionen. Hier ist ¢ = (i, j) diejenige Permuta-
tion die ¢ auf j und j auf ¢ abbildet und in allen anderen Fillen die Identitét ist. Es gilt
somit auch (7,7) = (j, 7). Die Multiplikation von Permutationen, notiert mit o, wird als
Hintereinanderausfiihrung von rechts nach links definiert, das heiftt fiir Permutationen m
und o ist (mo0)(z) = w(o(7)).

In der Modellierung von Prozessen die in irgendeiner Weise die von Zufall bestimmt
ist, erscheint die Gleichverteilung, bei der alle n! moglichen Permutationen gleiche Wahr-
scheinlichkeit zugewiesen bekommen oft unpassend, da hierbei die Unterschiede zwischen
den Objekten, wie beispielsweise die Starke der Mannschaften beim Fussball, in keiner
Weise modelliert werden kénnen. Ublicherweise wird ein Modell also durch eine Menge
von Parametern bestimmt.

Definition 3.2 Fine Menge P von Wahrscheinlichkeitsverteilungen P, auf der symme-
trischen Gruppe Sy, heifst Ranking-Modell. Dabei seien die Verteilungen P, parametrisiert
tiber einen Parameterraum R, das heifit es sei P ={P, | r € R}.
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§3 Einfiihrung

Trotz der in der Literatur iiblichen Bezeichnung des Ranking-Modells ist hier noch nicht
festgelegt, ob die Permutationen als Rankings oder als Ordnungen interpretiert werden.
Die Definition ist abstrakt auf der Permutationsgruppe zu verstehen und die Interpretati-
on ihrer Elementen muss zuséatzlich angegeben werden wenn man iiber die Eigenschaften
des Modells sprechen will.

§3.2 Eigenschaften

Hat man nun ein Ranking-Modell gewahlt, so stellt sich die Frage inwiefern das Modell
,sinnvoll“ ist, das heifit ob es bestimmte Eigenschaften erfiillt, die man auf ,natiirliche
Weise' erwarten wiirde. So sollte zum Beispiel die willkiirliche Nummerierung der Objekte
{O1,...,0,} mit den Zahlen {1,...,n} keine Rolle spielen.

Damit die folgenden Begriffe sinnvoll sind, das heiftt tatséchlich das definieren was sie
bezeichnen, muss klar sein, ob die algebraisch auf S, definierte Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen Rankings oder Ordnungen als Eingabe erwarten. Durch die inverse Beziehung von
Ordnungen und Rankings kann jede auf Ordnungen definierte Funktion auch als Modell
auf Rankings definiert werden (und umgekehrt), indem man in der Funktionsdefinition
7 mit 771 ersetzt. Ohne die Anderung der Funktionsdefinition entsteht im Allgemeinen
ein neues, nicht-dquivalentes Modell, und es kann zum Beispiel die Label-Invarianz ver-
loren gehen, wie auch das Plackett-Luce-Modell in Abschnitt 4.1 zeigt. Oftmals erscheint
die Definition auf Ordnungen intuitiver, daher wird in den Folgenden Definitionen von
Ordnungen ausgegangen. Hat man statt Ordnungen aber Rankings gegeben, so miissen
in den beiden nachfolgenden Definitionen die Multiplikationsreihenfolgen von ¢ und =
beziehungsweise v und m umgedreht werden.

Definition 3.3 (Label-Invarianz) FEin Ranking-Modell P heifst label-invariant, falls
fiir jeden Parameter r € R und jede Umnummerierung der Objekte o € S, ein Parameter
s € R existiert, so dass fir jede Ordnung m € Sy, gilt:

P?(w) = P,(com) = Ps(m).

r

Label-Invarianz entspricht genau der Unabhéngigkeit von der willkiirlichen Nummerie-
rung der Objekte. Betrachtet man fiir einen Parameter r € R die Verteilung die entsteht
indem man vor der Berechnung der Wahrscheinlichkeit immer eine Umnummerierung
der Objekte vornimmt, dann fordert die Label-Invarianz die Existenz eines Parameters
s € R, der genau diese Verteilung als P; hervorbringt.

Definition 3.4 (Umkehrbarkeit) Seivy € S, die ,,umkehrende Permutation, das heifit
v(j) =n+1—j firj=1,...,n. Ein Ranking-Modell P heifit umkehrbar, falls fiir jeden
Parameter r € R ein Parameter s € R existiert, so dass fiir jede Ordnung © € Sy, gilt:

P7Y(n) = P.(m 07) = Py(n).

r

Umkehrbarkeit bedeutet, dass es unerheblich ist, ob man bei einer Rangfolge von Ob-
jekten diese von ,gut” nach ,schlecht oder umgekehrt angeordnet hat, das heifst ob die
Begriffe ,,gut” und ,schlecht” austauschbar sind.
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Kapitel II. Ranking-Modelle

§3.3 Abstandsmalle auf der symmetrischen Gruppe

Bei der Untersuchung von statistischen Samples auf Eigenschaften die zur Existenz von
eindeutigen Maximum Likelihood Schétzern in dem jeweiligen Modell fiihren (siche Ka-
pitel III), ist es niitzlich, Mafe des Unterschieds zwischen auftretenden Permutationen
zu haben. Es gibt eine Menge verschiedene mogliche Mafe, Critchlow, Flinger und Ver-
ducci listen in ihrem Ubersichtsartikel ,Probability Models on Rankings“ [CFV91] eine
Reihe davon auf. Die beiden in dieser Masterarbeit verwendeten Metriken sind die Cay-
ley-Metrik und Kendalls T-Metrik:

Definition 3.5 Seien w,0 € S,,. Die Abbildung

minimale Anzahl von nétigen Transpositionen
t1,...,tr,80 dass motio---ot, =0

C(m,0) =

heifit Cayley-Metrik. Die Abbildung

min. Anzahl nétiger Transpositionen tq, ..., t,

(M 0) = ey Form (i,i4+1), so dassmotyo---ot, =0

heifst Kendalls 7-Metrik.

Beide Metriken kénnen als Absténde in einem Cayley-Graphen der Gruppe S, gesehen
werden. Dieser Graph ist, ganz allgemein zu einer Gruppe G und Erzeugendensystem F
von G, ein Graph mit der Knotenmenge V = G. Dabei existiert eine Kante von g nach
h genau dann, wenn fiir ein Element f aus der Erzeugermenge gilt gf = h gilt. Je nach
Anwendungsfall kann man hier den gerichteten oder ungerichteten Graphen betrachten.
Gilt jedoch fiir jedes f € F dass f~' € F, dann spielt dies keine Rolle da dann eine
Kante von g nach h existiert genau dann, wenn es eine Kante von h nach g gibt.

Die Menge der Transpositionen in S,, F' = {(i,j) € S, | 1 < i < j < n}, ist
ein kanonisches Erzeugendensystem fiir S,,. Der Abstand im Cayley-Graphen von S,
beziiglich F' ist der Abstand in der Cayley-Metrik. Auch die Menge H = {(i,i + 1) €
Sp | 1 < i < n} ist ein Erzeugendensystem fiir S,,, der Abstand im Cayley-Graphen
von S, beziiglich dieser Erzeugermenge ist der Abstand in Kendalls 7-Metrik. Beide
Erzeugendensysteme sind abgeschlossen unter Bildung von Inversen, das heifst dass jede
Kante in dem entsprechenden Cayley-Graphen in beiden méglichen Richtungen vorliegt.

Durch die Definition der Abbildungen C und 7 als Abstand in einem (quasi ungerich-
teten) Graphen, sind die Metrik-Eigenschaften unmittelbar klar:

Lemma 3.6 Kendalls 7 und Cayley sind Metriken, das heifit fiir beliebige 7,0 € Sy, und
d e {C,1} gilt:

(i) d(m,0) = 0= 1 = o (Definitheit),
(i1) d(m,0) = d(o,m) (Symmetrie),
(i1i) fiir jedes p € Sy, gilt: d(w,0) < d(m, p) +d(p, o) (Dreiecks-Ungleichung).
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§3 Einfiihrung

Analog zur Label-Invarianz der Wahrscheinlichkeitsmodelle sollten auch die Abstands-
mafe invariant sein unter Umnummerierung der Objekte. Auch hier hingt wieder alles
davon ab, ob Rankings oder Ordnungen betrachtet werden. Im Fall von Ordnungen sollte
eine Metrik d linksinvariant sein, das heit fir 7, 0, p € S, sollte d(pom,poo) = d(w, o)
gelten. Analog muss im Fall von Rankings Rechtsinvarianz gefordert werden, dass heift
fir m,0,p € Sy, gilt d(mop,00p) =d(m, o).

Ferner kann fiir die Umkehrbarkeit die entsprechende Invarianz der Metrik unter der
Permutation v = n - - -1 gefordert werden

Lemma 3.7 Die Cayley-Metrik ist sowohl rechts- als auch linksinvariant. Kendalls T-
Metrik ist linksinvariant und im Allgemeinen nicht rechtsinvariant. Beziiglich v ist Ken-
dalls T auch rechtsinvariant.

Beweis. Die Linksinvarianz beider Metriken ist leicht einzusehen durch die Aquivalenz

m=0cotio---0ot,

&S pom=pogot; 0.0,

Zur Rechtsinvarianz der Cayley-Metrik betrachte eine Transposition (7, j) und eine Per-
mutation p. Es gilt (i,7) o p=po (p~1(i), p~1(4)). Es gilt also allgemein

W:gotlo---otr
S mTop=0gotjo---0t,0p

Smop=copotio---otl.

Dabei sind ¢},...,t. die entsprechend transformierten Transpositionen und dies liefert
die Rechtsinvarianz. Diesen Beweis kann man fiir Kendalls 7-Metrik so nicht fiithren, da
(p~1(i),p~ (i + 1)) im Allgemeinen nicht die Form (j,j + 1) hat. Fiir p =~y =n---1 ist
dies allerdings wahr, wodurch die obige Aquivalenz der Beweis fiir die Rechtsinvarianz
von Kendalls 7 beziiglich ~ ist. Als Gegenbeispiel fiir die Rechtsinvarianz im Allgemeinen
betrachte fiir n = 3 die Permutationen 7 = 312, ¢ = 213, dann gilt 3120(1, 2)(2,3)(1,2) =
213 und die Transformation kann nicht mit weniger Transpositionen der Form (i,7 + 1)
durchgefiihrt werden, das heilt 7(m,0) = 3. Fir p = 213 ist aber m o p = 132 sowie
oop =123 und es gilt 1320 (2,3) = 123, das heifit 7(m o p,00p) = 1. O

Dadurch dass Kendalls m-Metrik nicht rechtsinvariant ist, kann man diese Metrik fiir
Untersuchungen beziiglich Rankings zunéchst nicht gebrauchen, sondern nur fiir Ord-
nungen. Dieses Problem kann man allerdings leicht beheben, indem man statt der obigen
Definition die minimale Anzahl von nétigen Transpositionen von 7! nach o~! zihlt.
Dann dreht sich alles um: Linksinvarianz gilt im Allgemeinen nicht mehr, Rechtsinvari-
anz schon |Dia88|.
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Kapitel II. Ranking-Modelle

Eine andere, leichter zu implementierende Definition fiir Kendalls 7-Metrik findet man
in [CFV91|, dort wird definiert:

T(mo):= Y I{(x() —7(j) (o(i) = o(j)) < O} (3.1)

1<i<j<n

Dabei ist I die Indikatorfunktion, welche 1 ist, falls die Ungleichung erfiillt ist und sonst
0.

Lemma 3.8 Die Definition der Funktion T in Formel (3.1) ist dquivalent zur Definition
8.5 der Kendalls 7-Metrik mit den jeweils inversen Permutationen.

Beweis. Setzt man in der Definition 3.5 die Inversen Permutationen ein, so ist der
Abstand die minimale Anzahl von Transpositionen der Form (4,7 + 1), die 77! in o~}
iiberfithren. Gilt also 7 totjo0---0t, =0~ !, dann gilt con tot;0---ot, = id. Somit
ist der Wert von 7 in der rechtsinvarianten Version genau die Anzahl der Inversionen von
o o7~ L. Fiir jeden Beitrag der Indikatorfunktion in (3.1) gilt genau einer der folgenden
beiden Fiélle: 1. Fall: w(i) < n(j), 0(i) > o(j). Dann gilt

o(n=H(n(i))) = g on N (n(i)) > o om H(n(5)) = o(n (n(5))),

also ist (7 (i), 7(j)) eine Inversion von o o 7=, 2. Fall: 7(i) > 7(j), (i) < o(j). Dann
gilt
o(n~H(n(i))) = oo H(n(i)) < oo H(n(j)) = o(x (n(5))),

also ist ((j), (7)) eine Inversion von ¢ o 7~ 1.

Gilt andererseits 7(i) < 7(j) und (7 (i), 7(5)) ist eine Inversion von o o 7!, dann gilt
o(i) = ocon Y (n(i)) > con 1 (n(j)) = 0(4), also liefert die Indikatorfunktion bei diesem
Paar (i,j) einen Beitrag. Analog liefert die Indikatorfunktion auch einen Beitrag falls
7(j) < m(i) und (7(5)), (i) eine Inversion von o o 71 ist.

Also ist die Anzahl der Inversionen von o o 7~ genau die Anzahl der Beitrige der
Indikatorfunktion in der Definition (3.1). O

In Anwendungen in Kapitel III wird stets mit Ordnungen gerechnet, das heifst die
linksinvariante Version von Kendalls 7-Metrik wird dort benétigt. Fiir die Implementie-
rung wurde folglich die Formel (3.1) mit den jeweils Inversen Permutationen verwendet,
siehe Anhang auf Seite 60.

§4 Einige Modelle

In diesem Abschnitt werden einige Ranking-Modelle vorgestellt und beziiglich der vorge-
nannten Eigenschaften untersucht. Konkret eingefiihrt werden das Plackett-Luce-Modell,
das Bradley-Terry-Mallows-Modell, welches eine Spezialisierung des Babington-Smith-
Modells darstellt, sowie das Inversions-Modell. Kriterium fiir die Auswahl der Modelle
war vor allem die Eigenschaft, dass die Wahrscheinlichkeiten der Permutationen rationale
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§4 Einige Modelle

Ausdriicke in den Modellparametern sind, damit sie in Kapitel III mit Hilfe von Grébner-
basen untersucht werden konnen. Im letzten Teil diesen Abschnitts wird noch ein Ausblick
auf weitere mogliche und relevante Ranking-Modelle gegeben, dessen Wahrscheinlichkei-
ten im Allgemeinen keine rationalen Ausdriicke sind und daher im Zusammenhang mit
dieser Masterarbeit keine wesentliche Rolle spielen.

§4.1 Plackett-Luce

Definition 4.1 Fiir den Parameterraum Rpr, = {x = (v1,...,2,) € R’} } der Vektoren
von n positiven reellen Zahlen heifit die Menge der Abbildungen P, : S, — [0,1] mit

- Tr(i
P,(m) =
1;[1 Lr(4) + Lr(i+1)--- + Lr(n)

Plackett-Luce-Modell.

Lemma 4.2 Fir jedes x € Rpy, ist P, eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Sy. Das
Plackett-Luce-Modell Ppr, == {P, | v = (21,...,2,) € R} } ist label-invariant und nicht
umkehrbar.

Beweis. Da die Parameter x; positive reelle Zahlen sind, sind im Produkt der Funktions-
definition alle Faktoren positiv und alle Zahler kleiner oder gleich dem Nenner. Daher ist
P, wohldefiniert. Der Beweis dass die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten 1 ist geht
per Induktion iiber n. Der Induktionsanfang fiir n = 1 ist trivial. Fiir den Induktions-
schritt definiere S, == {m € S,, | 7(1) = k}. Dann gilt fiir jedes z € Rpp:

Z Py(n) = Z — Tr(1) " Lr(n+1)

TESn4+1 TESn+1 H (xﬂ'(’b) +...+ xw(n—l—l))
=1

n+1

=2 > e
o n+1

k=17€Sht1.k H (:Uﬂ(l-) +...+ $7r(n+1))

=1
as, x x x x x

k 17 Th—1 " Th41 " Tptl
= . 4.2
kz T1 4.+ g SZ ntl (4.2)

! m€Sniik I (@r@) + -+ + Ta(nrr))

i=2

In der ersten Umformung wird ausgenutzt das in der Menge der Indizes 7(1),...,m(n+1)

jeder Index genau einmal auftaucht, da 7 eine Permutation ist. Ferner wird die Summe
mit Hilfe der zuvor definierten Menge S, ;. aufgeteilt. Im zweiten Schritt wird ausgeklam-
mert, so dass in der inneren Summe des letzten Ausdrucks z; nach Definition von S, 1
nicht auftaucht. Ersetzt man in diesem Ausdruck x; mit x; 1 fiir ¢ > k, so ist er per
Induktion 1. Damit ist auch schon die dussere Summe 1 und P, eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung.
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Zur Label-Invarianz betrachte eine Umbenennung o € S,,. Betrachte den Parameter
Y= (Y1,---,Yn), Wobei y; = 7,(;),1 < i < n. Dann gilt fiir jedes Ranking 7 € S,

Pl () = Py(oom) H (i)

i—1 To(m(i) - T To(n(n))

H yW() :Py(’ff),

i1 Yr(i) ..ot Yr(n)

also ist das Plackett-Luce-Modell label-invariant.
Beziiglich der Umkehrbarkeit betrachte das folgende Gegenbeispiel: Sei n = 3 und
x = (2,3,5), dann wird ein y = (y1, y2, y3) gesucht so dass fiir alle = € S,, gilt:

Yr (i)
Py(moy)=Py(mr) = . (4.3)
Y H Yr(3) +.o Yr(n)

Dies liefert, bei Einsetzen der 6 moglichen Permutationen und Berechnung der Wahr-
scheinlichkeiten der linken Seite der Gleichung (4.3), das folgende Gleichungssystem:

3(y1 +y2 +y3)(y1 +y2) — 35y1y3 = 0,
3(y1 +y2 +y3)(y1 +y2) — 40y2y3 = 0,
(y1 +y2 +y3)(y1 + y3) — Sy1y2 = 0,
(y1 +y2 +y3)(y1 +y3) — 8y2ys = 0,
3(y1 +y2 + y3)(y2 + y3) — 10y1y2 = 0,
3(y1 + 2 +y3)(y2 + y3) — 14y1y3 = 0.

Dies kann man 16sen mit Hilfe von Grébnerbasen, siehe Abschnitt 2. Mit lexikographi-
scher Termordnung beziiglich y; > y2 > y3 ist die Menge

G = {3, y3(15y2 + Tys), 225y5 + 28743, y3(15y1 + 8ys), Thy1y2 + 56y3, 75y5 + 184y3}

eine Grobnerbasis des Ideals I, das von den Polynomen des obigen Gleichungssystems
erzeugt wird. Hier kann man sukzessive y3 = y2 = y1 = 0 ablesen, welches kein zulédssiger
Parameter ist. U

Die Parameter x; im Plackett-Luce-Modell konnen nach Belieben skaliert werden, ohne
dass sich die Wahrscheinlichkeiten fiir die Elemente in S, &ndern: fiir jede reelle Zahl
r # 0 gilt:

. n r- I'ﬂ.—l(i)
PT.J;(O') o H T Tr-1(q) +...+7r- Tr=1(n)
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§4 Einige Modelle

Dies erlaubt verschiedene Interpretationen der Zahlen z; und ist daher fiir die Herleitung
von Motivationen niitzlich. Hierzu sind im Wesentlichen zwei zu nennen: Plackett-Luce
als mehrstufiges Auswahlexperiment nach Plackett oder die Entwicklung aus einem all-
gemeineren Modell mit bestimmten Axiomen nach Luce.

Bevor diese Herleitungen angefiihrt werden soll allerdings anhand eines Beispiels ver-
deutlicht werden, wie die Parameter xz; als Bewertung fiir das i-te Objekt verstanden
werden kdnnen:

Beispiel 4.3 Betrachte als Beispiel drei Mannschaften der Fuftball-Bundesliga, die je-
weils 2 Spiele gegeneinander gespielt haben, wovon keines unentschieden ausgegangen
ist. Es habe Mannschaft 1, Bayern Miinchen, drei der vier Spiele gewonnen, Mann-
schaft 2, Wolfsburg, zwei der vier Spiele und Mannschaft 3, der 1. FC Koln, nur eines
von vier Spielen. Das Gewinnverhéltnis jeder Mannschaft kann als Bewertung verwendet
werden und liefert fiir das Plackett-Luce-Modell nach Normierung den Parametervektor
x = (x1,22,23) = (3,2,1). Damit ergeben sich in diesem Modell die folgenden Wahr-
scheinlichkeiten:

P,(123) = 1/3, P,(132) =1/6, P,(213) =1/4,
P,(231) = 1/12, P,(312) = 1/10, P,(321) =1/15

Erwartungsgeméf verhalten sich die Wahrscheinlichkeiten fiir die mégliche Ranglisten
am Ende eines Turniers: Die Wahrscheinlichkeit das Bayern Miinchen das Turnier ge-
winnt, Wolfsburg Zweiter und der 1. FC Koln dritter wird, ist mit P,(123) ~ 0.334 am
hoéchsten, wahrend die genau umgekehrte Rangfolge nur eine geringe Wahrscheinlichkeit
mit P,(321) ~ 0.067 hat. O

Plackett-Luce als mehrstufiges Auswahlexperiment

Plackett motivierte das Modell iiber Pferderennen [Pla75]. Dabei seien die Parameter p;
jeweils die Wahrscheinlichkeit, dass Pferd i den ersten Platz erreicht. Ferner nahm er
an, dass wenn ein Pferd, beispielsweise Pferd 1, bereits ausgeschieden ist — sei es weil
es schon im im Ziel ist oder aus anderen Griinden — die Gewinnwahrscheinlichkeiten
der verbliebenen Pferde mit 12}1 e, 1’_)7;71
die Wahrscheinlichkeit eines Rankings zu bestimmen, und zwar auf folgende Weise: Die
Wahrscheinlichkeit, dass Pferd ¢ den ersten Platz erreicht ist p; = zﬁ' Nun muss
das beste Pferd unter den verbliebenen bestimmt werden, die Wahrscheinlichkeit das dies
Pferd j ist, ist Z:Zi e Setzt man dies sukzessive fort, so erhdlt man genau die Formel
aus Definition 4.1.

Eine alternative Sichtweise auf das mehrstufige Auswahlexperiment von Plackett-Luce
ist die Folgende: Es sei eine Vase mit unendlich vielen Kugeln gegeben, wobei jede Kugel
mit genau einem der n Objekte assoziiert wird und die Verhéltnisse der Kugeln entspre-
chend den Verhéltnissen der Parameter p; sind. Fine Ordnung werde nun in n Stufen
erstellt: Zunéchst wird eine Kugel aus der Vase gezogen und das zugehorige Objekt be-

kommt den ersten Platz zugewiesen. Im zweiten Schritt wird erneut eine Kugel gezogen,

gegeben sind. Diese geniigen, um stufenweise
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dessen Objekt den zweiten Platz erhilt. Sollte in diesem zweiten Schritt eine Kugel zu-
gehorig zum ersten Objekt gezogen werden, so wird dies schlicht ignoriert und es wird
erneut gezogen, so lange bis eine Kugel verschieden vom ersten Objekt gezogen wird. Auf
diese Weise werden alle n Stufen bearbeitet und das Ergebnis ist eine vollstandige Ord-
nung der n Objekte wobei die Wahrscheinlichkeit dieser Ordnung genau mit der Formel
in Definition 4.1 {ibereinstimmt.

Plackett-Luce als Aquivalent zu Luces Auswahlaxiom

Luce kommt auf andere Weise zum selben Modell [Mar95, Luc59|. Er untersuchte die
mathematische Modellierung von Auswahlverhalten im Hinblick auf die Psychologie und
ging dabei von einem allgemeineren Modell aus: Gegeben eine Menge von Objekten
O ={1,...,n}, dann enthélt eine Menge von Auswahlwahrscheinlichkeiten Wahrschein-
lichkeitsverteilungen P4 fiir alle Teilmengen A C O, wobei fiir a € A der Wert Py(a)
interpretiert wird als die Wahrscheinlichkeit, dass a als das préferierte Objekt der Menge
A ausgewéhlt wird. Ganz ohne Beschrinkungen wéren hier nicht zusammen passende
Werte moglich, wenn zum Beispiel ein Element fiir A = O klar bevorzugt wird, aber
im direkten Vergleich mit einzelnen anderen, also fiir #.4 = 2, selten oder mit Wahr-
scheinlichkeit 0 ausgewéhlt wird. Damit die Wahrscheinlichkeiten auf den verschiedenen
Mengen zusammenpassen formulierte Luce zwei Axiome, in der Literatur bekannt als
Luces Auswahlaziom [Mal57, §5.13.1], [Luch9, Kapitel 1.C.1]:

Definition 4.4 Eine Menge von Auswahlwahrscheinlichkeiten erfillt Luces Auswahlaxi-
om, falls fiir alle Teilmengen A C O gilt:

(i) Falls Pgpy(a) > 0 fir alle a,b € A, dann gilt fir jedes ¢ € B C A: Py(c) =
Pg(c)Pa(B).

(ii) Sind a,b € A mit der Eigenschaft, dass Py, p)(a) = 0 gilt, dann gilt auch schon fiir
jedes B C O: P_A(B) = PA\{Q}(B\ {(l})

Die Idee des ersten Teils ist, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ¢ der Favorit in der Menge
A ist, gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten sein soll, dass der Favorit in B C A
liegt und dass ¢ der Favorit in B ist. Der zweite Teil sagt aus, dass ein Element a, welches
mit Wahrscheinlichkeit 0 gegeniiber einem anderen Element b préferiert wird, fiir den
Auswahlprozess in einer Menge, in der b enthalten ist, keine Relevanz hat. Letzteres hat
eine unmittelbare Konsequenz [Luc59, Kapitel 1.C.1]:

Lemma 4.5 FEine Menge von Auswahlwahrscheinlichkeiten Py erfille das Auswahlaxi-
om. Existiert zu a € O ein b € O mit Py, py(a) =0, dann gilt schon Po(a) = 0.

Beweis. Durch einfache Anwendung des zweiten Teils des Auswahlaxioms gilt:

Po(a) = Po({a}) = Po\{aj(@) =0
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Wird also eine Element a mit Wahrscheinlichkeit 0 gegeniiber einem anderen Element
b bevorzugt, so wird a auch mit Wahrscheinlichkeit 0 der Favorit jeder Menge sein, in der
b enthalten ist. Wird nun wie bei Plackett ein Ranking in mehreren Stufen erstellt, so
kann ein solches Objekt a fiir den Auswahlprozess vernachléssigt werden, so lange b noch
nicht ausgewéhlt wurde. In einem solchen Rankingprozess kann man sich also immer auf
eine Menge von Objekten beschrianken bei denen keine solchen paarweisen eindeutigen
Favoriten existieren.

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen Luces Auswahlaxiom und dem
Plackett-Luce-Modell her [Luc59|. Die zusétzliche Bedingung nicht-existenter perfekter
Favoriten in Teil (i) kann allerdings nach obiger Argumentation durch wiederholte An-
wendung von Lemma 4.5 vernachléssigt werden.

Satz 4.6 Fliir eine Menge von Auswahlwahrscheinlichkeiten Py sind dquivalent:

(i) Es gilt Ppqpy(a) > 0 fir alle a,b € O und die Auswahlwahrscheinlichkeiten erfiillen
Luces Auswahlaxiom.

(ii) Es existieren positive reelle Zahlen pg,a € O, so dass fir jede Teilmenge A C O
gilt: Pa(a) = pa/ > pe 4 Po-

Beweis. (i) = (ii): Umstellen der ersten Gleichung des Auswahlaxioms fiir a € A C O

liefert Ifg((i)) = Py(a). Fiir alle a € O sei p, = Po(a), dann gilt nun

. PO(G’) _ Pa
Pala) = Bty = S

(ii) = (¢): Da die Zahlen p, positiv sind, gilt dies auch fiir jede Wahrscheinlichkeit

Papy(a) = pa’j‘;pb. Es ist also nur der erste Teil des Auswahlaxioms zu zeigen. Sei ¢ €

B C A. Dann muss gelten

Pa(c) = Pg(c)Pa(B)
Y. Dz

Pc Pc  zeB
<~ = .
Z Pz Z Pz Z Yz
€A zeB  zeA
Kiirzen auf der rechten Seite der Gleichung vervollstdndigt den Beweis. O

False Plackett-Luce

Wie bereits zu Anfang in Abschnitt 3.2 angedeutet, kann man ein neues, nicht-dquivalentes
Ranking-Modell erhalten, indem man Rankings statt Ordnungen als Eingabe wahlt oder
in der Definition 7 mit 7=! ersetzt. Auf den ersten Blick sieht dies nicht viel anders aus,
doch die zentrale Eigenschaft der Label-Invarianz geht verloren. Dafiir ist das neue Modell
allerdings umkehrbar und die Beweise hierzu sind genau die obigen Beweise fiir die jeweils
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andere Eigenschaft im ,richtigen“ Plackett-Luce-Modell, siehe Lemma 4.2. Aus prakti-
scher Sicht erscheint dieses Modell aufgrund der fehlenden Label-Invarianz allerdings
ungeeignet, da dadurch die Existenz passender Parameter von einer willkiirlichen Num-
merierung der Objekte abhéngig ist. Die schone Eigenschaft des Plackett-Luce-Modells,
dass die Parameter x; Bewertungen fiir die Objekte reprédsentieren geht hier ebenfalls
verloren, vielmehr ist der Parameter z; nun eine Bewertung des Ranges ¢, wofiir eine
sinnvolle Interpretation schwierig erscheint.

Es ist wichtig in jedem Zusammenhang zu wissen, ob gerade von Rankings oder Ord-
nungen die Rede ist. Die verschiedenen Autoren haben verschiedene Préferenzen und
daher findet man oft verschiedene Definitionen fiir das gleiche Modell oder vermeintli-
che Fehler bei der Verwendung der Begriffe. Selbiges gilt auch fiir andere Modelle oder
beispielsweise die in Abschnitt 3.3 definierten Abstandsmafe.

§4.2 Bradley-Terry-Mallows

Ein alternativer Ansatz zur Untersuchung von Auswahlpriferenzen betrachtet statt gan-
zer Rankings nur paarweise Vergleiche der zur Auswahl stehenden Objekte. Ein Datensatz
besteht dann aus der Angabe des jeweils préiferierten Objekts zu jedem der (g) moglichen
Paare. Ist ein Ranking gegeben, so kann man diese paarweisen Priferenzen aus dem Ran-
king ableiten, der umgekehrte Weg ist allerdings nicht immer moglich. Sind beispielsweise
fir O = {A, B,C} die Préferenzen A gegeniiber B, B gegeniiber C' und C' gegeniiber A

gegeben, so existiert kein Ranking dass diese drei Préaferenzen abbildet.

Eine Reihe von Artikeln beschéftigen sich mit Modellen paarweiser Priferenzen (,pai-
red comparsion models*), wobei diese Priferenzen in der Regel keinen Beschrankungen
unterworfen sind, das heifft zirkuldre Praferenzen wie im obigen Beispiel sind erlaubt
[BT52, Dav88|. Eine Sichtweise um aus paarweise Priferenzen ein Ranking-Modell zu
erhalten ist die, dass eine Menge von paarweisen Préferenzen, die zirkuldre Préferenzen
enthélt, schlicht verworfen wird und das Experiment so lange wiederholt wird, bis es
eine konsistente Menge von Préiferenzen hervorbringt. Diese Sichtweise wird Babington-
Smith-Modell genannt [CFV91, Mar95|.

In diesem Modell gibt es fiir ¢+ < j Wahrscheinlichkeiten p;;, dass das Objekt i ge-
geniiber dem Objekt j préferiert wird. Fiir ¢ > j gilt dann p;; = 1 — pj;. Bringen die
(’;) Realisierungen dieser zufélligen Praferenzen ein eindeutiges Ranking hervor, so ist
dies das Ergebnis des Rankingprozesses. Sind die realisierten paarweisen Préferenzen in-
konsistent so werden alle paarweise Vergleiche wiederholt bis ein eindeutiges Ranking
feststeht.

Wie bei den anderen Modellen zuvor sei ein Element der symmetrischen Gruppe 7w
interpretiert als Ordnung, das heift 7 (i) sei das Objekt auf Rang i. Bei festgelegten
Wahrscheinlichkeiten p;; ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Menge von paarweisen Pra-
ferenzen die Ordnung ¢ hervorbringt gegeben durch

Hpa(i)ﬁ(j)'

i<j
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Das heifst, die Wahrscheinlichkeit dass die paarweisen Praferenzen irgendein Ranking
eindeutig hervorbringen, also konsistent sind, ist gegeben durch

c(p) = Z Hpa(i)a(j)-

€Sy 1<j

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Ordnung 7 € S,, unter der Bedingung dass die Praferen-
zen konsistent sind ist dann nach der Formel fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit

p . .
P, (r | Konsistenz) P, (7 und Konsistenz) 11;[] o)
7 | Konsistenz) = =
P P,(Konsistenz) c(p)

Bringen die paarweisen Préferenzen 7 hervor so sind sie auch implizit konsistent, daher
ist der Wert des Zéahlers schlicht die Wahrscheinlichkeit dafiir dass die Préaferenzen w
hervorbringen.

Durch die vielen Parameter ist dieses Modell recht unhandlich, weshalb Mallows vor-
schlug [Mal57|, die Parameter des Bradley-Terry-Modells fiir paarweise Vergleiche einzu-
setzen. Diese gehen von positiven Parametern v1, ..., v, aus, wobei die Zahl v; mit dem
Objekt ¢ assoziiert wird und setzen p;; = ’Uigf'Uj' Dies reduziert die Zahl der Parameter
von (g) auf n und vereinfacht das Modell wesentlich:

] 1
Pp(w | Konsistenz) = @ pr(i)rr(j)
1<j

! Un (i)

B _ Ve H , )

o-;s’n Zg] vo’(i)+’l)a.(j) i<]’ UTI'(’L) + UT"(])
1

=S T o0

i)
0ESy i< 1<J

1 - n—i
> vy izt

€Sy i=1

v;
Vv,
aus den beiden Produkten gekiirzt

. Im néachsten

Die erste Umformung ist schlicht das Einsetzen der Parameter p;; =

1
Vi+v;
werden: Fiir jede Permutation ¢ taucht jede Kombination von Indizes 7, j in den Nennern
des Produktes [] genau einmal auf, das heifst es gilt:

Schritt kann fiir alle Parameter ¢ < j der Bruch

1
i<J Vo (s) FVo(j)

1 1
vaiznvrﬁ-vj'

i<j (9) + UU(j) i<j

Ferner gilt [, <jVol(i) = I, ”:(_1)2 , da jedes v; genau so oft im Produkt auftaucht wie
Objekt ¢ besser platziert wird als ein anderes Objekt. Das Objekt auf Platz eins ist
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besser platziert alle Objetkte auf den Platzen 2 bis n, das Objekt auf Platz zwei ist
besser platziert als alle Objekte auf den Plédtzen 3 bis n usw.

Definition 4.7 Sei fir v € Rpry =R} die Abbildung P,: S, — [0,1] definiert durch
1
c*(v)

mit f definiert wie in der Formel (4.4) sowie c*(v) =}, cq f(0o,v), so heifit die Menge
Pprm = {P, | v € R} Bradley-Terry-Mallows-Modell.

Py(m) = f(m, ),

Analog zum Plackett-Luce-Modell &ndert sich die Wahrscheinlichkeit der Rankings nicht,
wenn man alle Parameter um den gleichen Faktor skaliert. Daher ist dieses Modell durch
n — 1 Parameter bestimmt. Mallows schlug noch weitere Vereinfachungen vor, indem
die p;; eine durch nur zwei Parameter beschriebene Form annehmen [Mar95, Mal57|.
Diese sind dann jedoch keine rationalen Funktionen in den Parametern mehr, weshalb
die Betrachtung dieser Spezialisierung in diesem Zusammenhang keinen Sinn macht.

Genau wie beim Plackett-Luce-Modell sind die Parameter v; jeweils die Bewertung des
Objektes 1.

Beispiel 4.8 Man betrachte erneut die Situation der Fussball Bundesliga aus Beispiel
4.3 und nehme den gleichen Parameter v = (v1,v2,v3) = (3,2, 1) fiir das Bradley-Terry-
Mallows-Modell. Nun sind die Wahrscheinlichkeiten

P,(123) = 3/8, P,(132) = 3/16, P,(213) = 1/4,
P,(231) = 1/12, P,(312) = 1/16, P,(321) = 1/24.

Wieder hat die Ordnung 123 die hochste Wahrscheinlichkeit mit P,(123) = 0.375, die
hier allerdings etwas hoher ist als beim Plackett-Luce-Modell, die Ordnung 321 hat mit
P,(321) ~ 0.0142 die geringste Wahrscheinlichkeit, die kleiner ist als beim Plackett-Luce-
Modell. Den selben Unterschieden zwischen den Parametern wird also im Bradley-Terry-
Mallows-Modell mehr Bedeutung zugemessen als beim Plackett-Luce-Modell. Allerdings
geben die beiden Modelle den Permutationen im Allgemeinen nicht die gleiche Rangfolge:
Im Bradley-Terry-Mallows-Modell gilt P,(231) = 1/12 > 1/16 = P,(321), wéahrend im
Plackett-Luce-Modell gilt: P;(231) =1/12 < 1/10 = P,(321). O

Lemma 4.9 Das Bradley-Terry-Mallows-Modell ist label-invariant und umkehrbar.

Beweis. Es sei v = (v1,...,v,) € RY gegeben, sowie o € S,,. Definiere fiir den Nachweis
der Label-Invarianz w; := v, (;). Dann gilt fiir jedes m € Sp:

1 - n—i 1 . n—i
Poloom) = c*(v) HU""”U) - c*(w) 1:[1w“(i) = Pu(m).

Dabei geht ein, dass ¢*(v) = ¢*(w) gilt, da eine Permutation der Parameter v; nur einem
Indexshift in der Summe iiber alle Permutationen entspricht. Daher ist das Bradley-
Terry-Mallows-Modell label-invariant.
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Fiir die Umkehrbarkeit ist zu zeigen dass ein Parameter w € Rpras existiert, so dass
fiir alle m € S, und v =n---1 die Gleichung

P,(m o) = Py(r) (4.5)

gilt. Betrachte den Parameter w mit w; := 1/v;. Einsetzen der Definitionen und Multi-
plikation der Gleichung mit den Nennern liefert:

1 ‘ n—i 1 n—i
(4.5) <=- ) vav(i) = o Hw”(i)

*(U =1 i=1
G JIA |
<:>C*(U) vaoy(i) - c*(w) H T
i=1 i=1 "7(3)
=11 v 11 vl ¢ (w) = ¢*(v) (4.6)
i= =1
Es gilt v(i) = n — i+ 1, daher gilt
(4.6) — 11 U;zzl) 1_[11)77:(2)1 " (w) = c*(v). (4.7)

Zusammenfassen der beiden Produkte auf der linken Seite der Gleichung und Einsetzen
der Werte fiir ¢*(w) und ¢*(v) liefert

RS VD S8 | E=S0 9N | (i} (48)

Damit kann man auf der linken Seite der Gleichung (4.8) ausmultiplizieren und man
erhilt die Aquivalenz

n

48‘:’21_[0(1) )N |

g€Sy i=1 oc€eSy i=1
n
—1
= Y Tl = X 1T
oS, i=1 oS, i=1

Da die Summen in der letzten Gleichung {iber die ganze symmetrische Gruppe laufen
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steht nun auf der linken Seite nur eine Umordnung der rechten Seite, daher ist das
Bradley-Terry-Mallows-Modell umkehrbar. O

Bradley-Terry-Mallows und Plackett-Luce im Vergleich

Sowohl im Plackett-Luce-Modell als auch bei Bradley-Terry-Mallows werden Parameter
x; mit den Objekten assoziiert und ein hoherer Wert diese Parameters sorgt dafiir das
Rankings an denen diese Objekt einen guten Platz einnimmt eine gréfere Wahrschein-
lichkeit erhalten. Es stellt sich nun die Frage, wie sich diese beiden Modelle im Vergleich
verhalten.

Die dhnliche Verwendung der Parameter ist kein Zufall. Wie bereits zu Anfang dieses
Abschnitts erwdhnt, konnen paarweise Priferenzen aus einem Ranking abgeleitet werden.
Wahrscheinlichkeiten fiir diese Vergleiche konnen also durch Marginalisierungen eines
Ranking-Modells erstellt werden. Dies angewendet auf das Plackett-Luce-Modell liefert
genau das Bradley-Terry-Modell fiir paarweise Vergleiche: Es sei ein Paar (i,7), 1 < i,j <
n, i # j, gegeben. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit gilt nach Umbenennung i = 1,
j = 2. Fiir n = 2 gibt es nur eine Permutation in der 1 besser platziert wird als 2, ndmlich
m = 12, welche die Wahrscheinlichkeit mlﬁlmz hat.

Ist auf dem ersten Platz das Objekt 1, dann ist die Position der anderen Elemente
irrelevant da dann Objekt 2 mit Sicherheit einen schlechteren Platz als Objekt 1 erhilt.
Ist auf dem ersten Platz ein Objekt verschieden von 1, so ist dies eines der Objekte 3
bis n, und in der restlichen Permutation muss noch Objekt 1 einen besseren Platz als 2
erhalten. Somit gilt:

Y. Prlo)= Y Prlo)+), > Prulo). (4.9)
k=3

O'GSn O'ESn O'ESn
o 1 (1)<o71(2) a(1)=1 o(1)=k
o l(1)<o1(2)

Die Wahrscheinlichkeit im Plackett-Luce-Modell dafiir, das Objekt k erstplatziert ist
und die restlichen Objekte irgendwie, ist gegeben durch z1+x7k+:cn’
von Lemma 4.2 (Eigenschaften des Plackett-Luce-Modells) gezeigt oder in der Motivation
des Plackett-Luce-Modells als mehrstufiges Auswahlexperiment verwendet (S. 22). Damit

kann obige Gleichung fortgefithrt werden und mit Hilfe des Induktionsprinzips gilt:

wie etwa 1Im Beweis

n
T Tk 1 wird besser platziert als 2
(4.9) —+ZPPL(. . . . )
1+ ... +x, s 1+ ... +x, in einem Modell mit n — 1 Objekten
B T T3+ ...+ x, T
T+ ...+ x, 1+ ... +xn x1+ 29
1+

Das Bradley-Terry-Modell ist also die Marginalisierung des Plackett-Luce-Modells auf
paarweise Vergleiche. Fiihrt man diese Marginalisierung auf ,,Babington-Smith’sche” Wei-
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se auf Rankings zuriick, erhélt man genau das Bradley-Terry-Mallows-Modell. Wie man
an den Beispielen 4.3 und 4.8 erkennen kann, ist das Ergebnis eine stirkere Bewertung
der Unterschiede zwischen den Parametern im Bradley-Terry-Modell, welches Ordnun-
gen, die ndher an der Rangfolge der Parameter liegen, eine grofere Wahrscheinlichkeit
gibt als das Plackett-Luce-Modell und den Ordnungen, die weiter weg liegen von der
Ordnung durch die Parameter, entsprechend geringere Wahrscheinlichkeiten gibt.

Interessant ist, dass durch diesen Prozess die Rangfolge der Wahrscheinlichkeiten aus
dem Plackett-Luce-Modell im Allgemeinen nicht beibehalten wird, siehe Beispiel 4.8.
Dies ist ein Hinweis darauf, dass der Konditionale Ansatz des Babington-Smith-Modells
ein unnatiirlicher ist. Das Auftauchen von inkonsistenten paarweisen Vergleichen, die in
diesem Modell schlicht ,weg konditioniert”“ werden, ist ndmlich im Allgemeinen zu erwar-
ten, etwa durch natiirliche Variationen im Bewertungsprozess oder wenn zum Beispiel
die zu bewertenden Objekt gar nicht auf einer linearen Skala angeordnet werden kon-
nen, man denke zum Beispiel an das Vergleichen von Bewerbern auf eine Arbeitsstelle.
Die Qualifikationen der Bewerber sind in vielen verschiedenen Dimensionen zu messen
und sind daher kaum auf einer linearen Skala darstellbar. Dies stellten selbst Kendall
und Babington Smith schon zu Beginn ihrer Betrachtung von Modellen zu paarweisen
Préferenzen fest [KBS40].

§4.3 Inversions-Modell

Definition 4.10 Sei zu Parametern r € Ry, = {(uij, vij)1<i<j<n € Ri(nfl)} die Ab-
bildung P, : S, — Ry definiert durch

PT(TF) = H uij . H Uij
i<j i<j
(i) <r () T (i)>m ()

Das Inversions-Modell ist die Menge Prpy = { P, | 1 € Rinw, ) reg, Pr(m) =1} [SW11].

Es ist an manchen Stellen niitzlich, die Parameter in Form einer Matrix aufzuschreiben.
Die Diagonaleintrage einer n x n-Matrix A haben keine Bedeutung und fiir ¢ < j sei
aj; = ujj sowie aj; = v;;. Ein Parameter r = (uij, vij) kann dann fiir n = 3 geschrieben
werden als
U2 U113
r=| vi2 - u2s
V13 V23

Anders als bei Plackett-Luce und Bradley-Terry-Mallows kénnen die Parameter nicht
vollig frei gewdhlt werden, da die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten 1 sein muss.
Dies ist allerdings keine schwere Vorraussetzung, denn summieren sich die Werte P.(7)
nicht zu 1, so konnen sie als Wahrscheinlichkeitsverhdltnisse interpretiert werden und
es existiert ein anderer Parameter der durch Skalierung genau diese Verhéltnisse als
Wahrscheinlichkeiten hervorbringt:

Lemma 4.11 Sei 7 = (u;j,vij) € Riny ein beliebiger Parameter und c =3 o Pr(7).
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Dann existiert ein Parameter s = (u;j,vgj) € Riny S0 dass fir alle m € Sy, gilt: Ps(m) =
1p.(m).

Beweis. Wiihle fiir {i,j} # {1,2} uj; = w;; und vj; = v;; und setze uj, = “12 sowie
vly = 2. Da fiir jedes m € S, in Py(m) genau einer der Faktoren u}, und v, ein mal
auftaucht (und der andere nicht), taucht der Faktor 2 in jeder Einzelwahrscheinlichkeit

genau einmal auf, also gilt:

S Pyr) = % S Pim) =1

WESn 71'6571

O

Die Wahl von (i,7) = (1,2) ist in diesem Beweis vollig willkiirlich, ebenso hétte jedes
andere Paar von Indizes (i,j) gewéhlt werden konnen. Bei genauerer Betrachtung sieht
man hier sofort eine Menge Redundanz die in dem Modell steckt: Skaliert man ein be-
liebiges Paar (u;j,v;;) um den Faktor ¢ > 0 und eine beliebiges (anderes) Paar (ug, vi)
um den Faktor %, so dndern sich die Einzelwahrscheinlichkeiten der Permutationen nicht,
da sich die beiden Faktoren aufheben. Man kann also alle Paare bis auf (zum Beispiel)
(u12,v12) so skalieren, dass v;; = 1 gilt fiir alle (4, j) # (1,2). Die entsprechenden Fakto-
ren konnen jeweils in dem Paar (u12,v12) kompensiert werden. Auf diese Weise reduziert
sich das Modell von 2(4) auf () + 1 Parameter.

Die obige Reduktion der Parameter deckt auch eine sinnvolle Interpretation fiir das
Modell auf, und zwar mit den Parametern w;; als ,Wetteinsatze" fiir ,i schldgt j im Ran-
king®, v;; = 1, wobei als zusétzlicher Parameter noch der Normierungsfaktor eingebracht
werden muss, indem eben ein Parameterpaar entsprechen skaliert wird oder die Skalie-
rung iiber alle Parameterpaare verteilt wird.

Das Inversions-Modell ist eine formale Verallgemeinerung des Babington-Smith-Modells,
indem ,i schlagt j* mit u;; und ,,j schlagt i* mit v;; bewertet wird. Die Nebenbedin-
gung des Inversions-Modells kodiert dabei den normalisierenden Faktor des Babington-
Smith-Modells. Im Bradley-Terry-Mallows-Modell, der besprochenen Spezialisierung des
Babington-Smith-Modells, ist dieser Faktor mit ¢(v) gegeben. Mit Beriicksichtigung ei-
nes normalisierenden Faktors und der Mdoglichkeit der Skalierung der Parameter v;; zu 1
wird deutlich, dass diese formale Verallgemeinerung des Babington-Smith-Modells keine
wirkliche Verallgemeinerung ist, sondern dem Modell nur Redundanzen hinzufiigt. Wenn
in der Literatur also vom Inversions-Modell [SW11| oder vom Babington-Smith-Modell
[Mar95| die Rede ist, so werden hier die gleichen Modelle betrachtet.

Beispiel 4.12 Betrachte erneut die Situation der Fufsballbundesliga aus den Beispielen
4.3 und 4.8. Unter der vereinfachenden Annahme, dass die Anzahl der Tore und der
Heimvorteil keine Rolle spielen, konnte man anhand dieser Ergebnisse Wetteinsétze fiir
eine erneute Begegnung von je zwei Mannschaften kalkulieren, wobei man bei geringen
Chancen einer Mannschaft natiirlich eher weniger wetten wollen wiirde. Also berechnet
man einen Multiplikator fiir einen festen Wetteinsatz von beispielsweise 10 Euro, indem
die Gewinnverhéltnisse dieser Mannschaften ins Verhéltnis gesetzt werden. Das heifst
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Uy = % =3, vi3 = ;)Lj = 1/3, uip = % = 3/2 usw. Spielt dann Bayern Miinchen
gegen den ersten FC Koln, sind die Chancen fiir Bayern Miinchen eher grofs, also kann
man ruhig den Wetteinsatz fiir Bayern erhohen, etwa auf 3-10 Euro, den Wetteinsatz fiir
den Gewinn des 1. FC Koln wiirde man wohl eher klein halten, etwa bei 0.3 - 10 Euro.
Diese Parameter kann man nun fiir das Inversions-Modell verwenden, um Wahrschein-
lichkeiten fiir die Rangliste am Ende eines vollstdndigen Turniers dieser Mannschaften zu
berechnen. Es ergibt sich als Parameter in der oben angedeuteten Matrix-Schreibweise:

U2 U3 - 3/2 3
r=| vig - w | =1 2/3 - 2
V13 v23 - 1/3 1/2

Verwendet man diese, um die ,Wahrscheinlichkeiten“ fiir die Permutationen in S3, zu
berechnen!, so erhélt man:

P.(123) =9, P,(132) = 9/4, P,(213) =4,
P.(231) = 4/9, P,(312) = 1/4, P.(321) =1/9.

Dies sind natiirlich keine Wahrscheinlichkeiten, da ihre Summe nicht 1 ist, sondern
289/18, dies ist der Skalierungsfaktor ¢ aus dem obigen Beweis. Man kann nun die Para-
meter w12 und vio durch diesen Wert teilen und erhélt

27/289 3
= 12/289 - 2
1/3 1/2

Dieser Parameter bringt nun tatséchlich eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir S5 hervor,
namlich

P (123) = 324/578, P./(132) = 81/578, P,/(213) = 144/578
P (231) = 16/578, P./(312) = 9/578, P,/(321) = 4/578.

Diese Werte summieren sich zu eins und produzieren auch erwartungsgeméfie Wahr-
scheinlichkeiten fiir die Mo6glichen Ranglisten. Die Wahrscheinlichkeit, dass Bayern Miin-
chen den ersten, Wolfsburg den zweiten und der 1. FC Kéln den dritten Platz holt, ist sehr
hoch, P./(123) = 324/578 ~ 0.561, wiahrend die genau umgekehrte Rangfolge am Ende
des Turniers nur eine sehr geringe Wahrscheinlichkeit hat, P,./(321) = 4/578 ~ 0.007.

In der Reihenfolge ihrer Wahrscheinlichkeiten sind die Permutationen nun wie im
Bradley-Terry-Mallows-Modell angeordnet (siche Beispiel 4.8), wihrend die spezifischen
Einzelwahrscheinlichkeiten wiederum ein Stiick extremer sind als dort, beispielsweise liegt
die Wahrscheinlichkeit der Permutation 123 nun bei iiber 0.5. O

'Dies geht sehr einfach mit den in Maple fiir Kapitel III geschriebenen Funktionen, siche An-
hang. Diese Zahlen erhélt man beim Aufruf von params := [[0,3/2,3],[2/3,0,2],[1/3,1/2,01];,
map (prob_inv,S(3) ,params) ; sowie add(i,i in %) ;. Mehr Erlduterung zu den Funktionen und was
sie tun findet man in Kapitel III sowie im Anhang ab Seite 57.
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Lemma 4.13 Das Inversions-Modell ist label-invariant und umkehrbar.

Beweis. Um die Label-Invarianz zu zeigen, erweist sich die nach der Definition 4.10
des Modells beschriebene Matrix-Schreibweise als sinnvoll. Betrachte einen Parameter
r = (ugj)izj, wobei in der Funktionsdefinition des Inversions-Modells fiir i < j der
Parameter v;; mit u;; ersetzt wird. Betrachte ferner eine Relabelling-Permutation o € S,
und definiere den Parameter 7' = (24);2; mit Ty = Ug)o@)- Es gilt nun fiir jede

Ordnung 7, 7’ =71

P?(n) = Py(com) = 11 uij 11 wj; (4.10)

7

1<J i<j
rloo1(i)<rloo1(j)  w oo~ (i)>n oo~ 1(j)
- H Yo (i)o(j) H U (§)o (i) (4.11)
1<y i<y

i) <m 1 (j) T (i)>m 1 (j)
= P,,./(T(')

Die Gleichheit der Produkte (4.10) und (4.11) kann wie folgt eingesehen werden: Es sei
i<jund 7 1oo (i) < 771 oo 7!(j). Dann taucht u;; im linken Produkt in (4.10) auf.
Es seien a :== o~ 1(i) und b := o7 1(5). Ist a < b, dann gilt 7~ 1(a) < 7=1(b), also taucht
Up(a)o(b) = Uij auf der linken Seite in (4.11) auf. Ist b < a dann gilt 7(b) > 7~ !(a) und
es taucht u,(4)0(p) = uij auf der rechten Seite in (4.11) auf. Ist andererseits ¢ < j aber
7 oo (i) > 77t oo 1(j), dann taucht uj; im rechten Produkt in (4.10) auf und kann
analog zum vorherigen Fall auch in (4.11) gefunden werden.

Zur Umkehrbarkeit betrachte die umkehrende Permutation vy =n...1. Es gilt vy = ~~
und fiir ¢ < j gilt y(7) > 7v(j). Betrachte nun einen Parameter r = (u;;, vij)1<i<j<n, dann
schreibt sich die Wahrscheinlichkeit einer Ordnung 7 im umgekehrten Modell als

Pi(mon) = I1 iy 11 g

1

1<J 1<J
vy~ ltom T (i) <y romT1(j) v~ tom = (i) >y or ()
= I w1 w
1<j 1<j
PG )

In der zweiten Zeile geht ein, dass v genau die Grofenverhéltnisse jedes Paares umdreht:
gilt 771(i) < 771(j) dann gilt v~ o 771(i) > 47! o #71(j) und umgekehrt. Fiir r’ =
(’Uij, uij)1§i<j§n gilt also PT_l = P.. O

§4.4 Weitere Modelle

Es gibt noch eine ganze Menge weiterer Modelle, die im Zusammenhang mit Rankings
von Bedeutung sind. Das Buch ,,Analyzing and Modelling Rank Data“ von John Marden
[Mar95] und der Artikel ,Probability Models on Rankings* von Douglas E. Critchlow, Mi-
chael Flinger und Joseph Verducci [CFV91], auf denen auch Teile dieser Arbeit gestiitzt
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§4 Einige Modelle

sind, geben dariiber einen guten Uberblick. Zwei dieser Modelle sollen hier zumindest Er-
wahnung finden, auch wenn sie im Zusammenhang mit Maximum Likelihood Schétzern,
siehe Kapitel III, nicht mit den hier vorgestellten Methoden bearbeitet werden konnen,
da die Wahrscheinlichkeiten der Rankings keine rationale Funktionen in ihren Parame-
tern sind. Weitergehende und wesentlich ausfiihrlichere Betrachtungen sind in den jeweils
angegebenen Referenzen zu finden.

Distanzbasierte Modelle

In Situationen, in denen eine objektiv ,richtige Ordnung der Objekte in O existiert
und Datenpunkte in einer Beobachtung dieser zentralen Ordnung wahrscheinlich d&hneln,
machen distanzbasierte Modelle Sinn. Ein Anwendungsbeispiel hierfiir kénnte ein Expe-
riment sein, in dem Probanden verschiedene akustische Stimuli nach Lautstérke sortieren
sollen. Das objektive Maf der Lautstérke liefert eine zentrale Ordnung; in einem passen-
den Modell sollten Ordnungen geringere Wahrscheinlichkeit haben, je ,verschiedener sie
von dieser zentralen Ordnung sind.

Das folgende 1-parametrische Exponentialmodell ist {iblich: zu gegebener zentraler
Ordnung 7y und Parameter 8 € R sei die Wahrscheinlichkeit einer Ordnung = € S,
gegeben durch

Py(m,m0) = s exp(fi(my, ),

wobei d eine Metrik auf der symmetrischen Gruppe und ¢(f) eine normalisierende Kon-
stante ist. Verschiedene Autoren verwenden hier verschiedene Abstandsmafse. Das vielbe-
sprochene ¢-Modell von Mallows verwendet Kendalls 7-Metrik [Mal57], Critchlow, Flin-
ger und Verducci besprechen dieses und andere Modelle unter Verwendung verschiedener
Metriken, unter anderem auch der Cayley-Metrik [CFV91]. Die besprochenen Invarianzen
der Metriken (siehe Abschnitt 3.3) liefern automatisch die Label-Invarianz beziehungs-
weise Umkehrbarkeit in diesen Modellen (hier im Fall von Ordnungen):

1 1
Py o(m,m0) = Pyp(o o, mp) = @ exp(fd(mp, o0 0m)) = @ exp(Ad(o~! o mg, 7)).
Im letzten Schritt geht die vorauszusetzende Linksinvarianz der Metrik d ein. Analog gilt
mit Rechtsinvarianz beziiglich ~:

Pyl (m,mo) = Py(m oy, mo) = 0(19) exp(0d(mp, mo7y)) = 0(19) exp(fd(my o y,7)).

Thurstones Ordnungsstatistik-Modelle

Die Situation des Probanden, der akustische Stimuli nach Lautstéirke sortieren soll, gab
Thurstone den Anlass, ein Modell zu betrachten, bei dem jedem Objekt Oy, ..., O, eine
reelle Zufallsvariable X; zugeordnet wird [Thu27|. Dieser betrachtete dabei allerdings nur
paarweise Vergleiche und erst Daniels verallgemeinerte dies auf ein Modell fiir Rankings,
in dem die Wahrscheinlichkeit der Ordnung 7 definiert wird als P(7) == P(Xr1) < ... <
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Xﬂ'(n)) [Dan50]

Die Zufallsvariablen X; konnen dabei beliebig und verschieden verteilt sein und zu-
néchst sind auch beliebige Abhéngigkeiten zwischen den Zufallsvariablen erlaubt. Man
kann zeigen, dass jede Verteilung auf der Menge der Permutationen als ein solches Modell
ausgedriickt werden kann. Fordert man die Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen X;, so
geht dies im Allgemeinen nicht mehr. Die Label-Invarianz ldsst sich an der Definition
des Modells ablesen indem eben die Zufallsvariablen umbenannt werden. Umkehrbarkeit
gilt in dieser Klasse im Allgemeinen nicht und héngt von den gewéhlten Verteilungen ab
[CFVI1].

Verschiedene Spezialisierungen dieses Modells beschréinken die Art der zuldssigen Zu-
fallsvariablen, indem beispielsweise von Normalverteilten Zufallsvariablen mit gleicher
Varianz und unterschiedlichen Erwartungswerten ausgegangen wird. Die Unterklasse mit
unabhéngigen Zufallsvariablen X; wird als Klasse der ordnungsstatistischen Modelle (or-
der statistics models) bezeichnet.
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Il Existenz und Eindeutigkeit von
Maximum Likelihood Schatzern in
Ranking-Modellen

Hat man statistische Daten, das heiftt absolute Haufigkeiten fiir das Auftreten aller Per-
mutationen in einem bestimmten Beobachtungszeitraum, so ist eine Moglichkeit die Pa-
rameter eines angenommenen Modells zu schétzen die, die Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten genau dieser Daten iiber den Parameterraum zu maximieren. Eine solche Ma-
ximalstelle heifst, sofern existent, Maximum Likelihood Schétzer. Bezeichnet man mit a,
die Haufigkeit des Auftretens von m, so ist die Likelihood-Funktion

L(r) = H P,(m)o,

TI’ESW,

wobei P, die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Parameter  in dem gewahlten Modell ist.
Die Likelihood-Funktion beschreibt also die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten dieses
Samples und die Methode der Schéatzung ist es, diese Wahrscheinlichkeit zu maximieren.

Sind die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Permutationen rationale Ausdriicke in den
Parametern, dann ist die Likelihood-Funktion selbst eine rationale Funktion. Somit ist
die Bestimmung der gemeinsamen Nullstellen der Richtungsableitungen ein algebraisches
Problem, das mit Hilfe von Grébnerbasen bearbeitet werden kann.

Direkt aus der Definition der Likelihood-Funktion wird allerdings ersichtlich, dass ihr
Grad in der Regel sehr grof sein wird, wenn nicht die Grofe des Samples auflerordentlich
klein ist. Dies ist bei der praktischen Anwendung der Theorie der Grobnerbasen proble-
matisch, da hohe Grade in den Polynomen lange Laufzeiten des Buchberger-Algorithmus
begilinstigen. Bei groffen Samples erweist sich die Berechnung einer Grobnerbasis als un-
praktikabel, weil sie schlicht zu lange dauert. Daher stellt sich die Frage, inwiefern schon
anhand der statistischen Daten, ohne explizite Berechnung eines Maximum Likelihood
Schétzers, Aussagen iiber Existenz und Eindeutigkeit eines Maximum Likelihood Schét-
zers getroffen werden kénnen. Dies soll hier zunéchst anhand von kleinen beispielhaften
Fillen untersucht werden, um daraus gegebenenfalls allgemeine Aussagen ableiten und
beweisen zu kénnen.

Dieses Kapitel widmet sich diesen Untersuchungen, die man als ,systematisches aus-
probieren“ bezeichnen kann. Dazu werden zunéchst Hilfsmittel und Vorgehensweisen in
den Abschnitten 5 und 6 erklért. Ausgangspunkt ist hier das Computeralgebrasystem
Maple sowie eine Reihe von Funktionen, die speziell zum Zweck dieser Untersuchun-
gen geschriebenen wurden, dessen Funktionsweisen jeweils im Kontext erklart werden
und deren Quellcodes im Anhang ab Seite 57 zu finden sind. Im Abschnitt 7 werden
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§5 Hilfsmittel

die Resultate zu den jeweiligen Modellen vorgestellt, Probleme und Grenzen der Un-
tersuchungen erklirt und Hinweise zu moglichen weiteren Untersuchungen gegeben. Im
Abschnitt 8 werden diese Ergebnisse zusammengefasst und diskutiert.

§5 Hilfsmittel

Um iiberhaupt sinnvolle Aussagen im Bezug auf die Eindeutigkeit von Maximum Like-
lihood Schétzern treffen zu kénnen habe ich mit Hilfe von Maple eine ganze Reihe von
Beispielen durchgerechnet, um rein heuristisch Vermutungen {iber das Verhalten der Ma-
ximalstellen aufstellen zu konnen. Dazu habe ich zundchst eine Reihe von Hilfsfunktionen
fiir das Rechnen mit Permutationen in Wortschreibweise geschrieben: Produkt und In-
verse von Permutationen, sowie Kendalls 7- und die Cayley-Metrik. Den Programmcode
aller selbst geschriebenen Funktionen ist im Anhang abgedruckt, kann aber auch herun-
tergeladen werden und ist an den Rechnern des Fachbereichs 12 der Philipps-Universitat
Marburg direkt zugénglich, fiir mehr Information siche Anhang ab Seite 57.

In weiteren Schritten habe ich Funktionen geschrieben, die fiir die verschiedenen Mo-
delle die Wahrscheinlichkeiten einzelner Permutationen in Abhéngigkeit bestimmter Pa-
rameter, die Likelihood-Funktion in Abhéngigkeit statistischer Daten sowie zuféllige oder
allgemeine Parameterlisten berechnen. Auf dieser Basis war es mir zunéchst moglich die
Label-Invarianz sowie die Umkehrbarkeit der Modelle auf heuristischer Basis zu priifen
und anschliefsend allgemein zu beweisen. Die Ergebnisse dieser Arbeit wurden in dem
vorangegangenen Abschnitt 4 vorgestellt.

In weiteren Schritten habe ich dann einfache Félle von statistischen Daten erzeugt
— zum Teil auf systematische Weise alle Moglichkeiten einer bestimmten Art, zum Teil
willkiirliche Beispiele — und versucht die zugehorigen Maximum Likelihood Schétzer zu
bestimmen. Hierbei kann man sich die Label-Invarianz der vorgestellten Modelle zunutze
machen: Durch entsprechendes Relabelling kann man eine beliebige Permutation in die
identische Permutation iiberfithren, wéahrend die anderen Permutationen entsprechend
transformiert werden. Auf diese Weise wird die Anzahl der zu betrachtenden Fille stark
reduziert. Um nicht alle Félle von Hand ausrechnen zu miissen, habe ich die Funktion
get_solutions geschrieben, welche bei gegebenem Gleichungssystem weite Teile der Be-
stimmung der giiltigen Nullstellen automatisiert iibernimmt. Ausfithrlichere Information
dazu gibt es im nachfolgenden Abschnitt, der Programmcode hiervon ist ebenfalls im
Anhang zu finden.

§6 Vorgehensweise

§6.1 Genereller Ansatz

Samtliche beispielhafte Berechnungen wurden hier nur fiir kleine n durchgefiihrt, das
heifst n < 7. Fiir grofere n werden einerseits die Berechnungen der Grobnerbasen lang-
wieriger, gleichzeitig werden die Gleichungssysteme und die Anzahl verschiedener zu be-
trachtender Fille grofer, wodurch diese nicht mehr sinnvoll, beziechungsweise vollstéandig
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betrachtet werden kénnen. Die Félle n = 1,2 dagegen sind trivial: fiir n = 1 gibt es
nur eine Wahrscheinlichkeitsverteilung und fiir n = 2 ist sie durch eine einzige rationale
Zahl vollstandig bestimmt. Fiir n = 3,4 wird es dann allerdings interessanter, da nun
theoretisch nicht-eindeutige Maximalstellen auftreten und die Maximalstellen auch noch
in angemessener Zeit effektiv bestimmt werden kénnen.

Die Vorgehensweise ist dabei immer wie folgt: Ausgangspunkt ist ein moglicher statis-
tischer Datensatz, das heifst ein Element a € NBL!. Die nicht-negative ganze Zahl a; gibt
an, wie oft die i-te Permutation in 5,, beobachtet wurde, dabei wird von einer lexikogra-
phischen Sortierung der Permutationen in Wortschreibweise ausgegangen. Im Fall n = 3
gilt also S5 = {123, 132,213,231, 312,321} und die Permutationen werden zum Teil auch
in dieser Reihenfolge referenziert, zum Beispiel mit 73 = 213 und 7g = 321.

Die n partiellen Ableitungen der Likelihood-Funktion werden zu einem Ideal zusam-
mengefasst und es wird eine Grobnerbasis dieses Ideals ausgerechnet. Termordnung ist die
lexikographische, wobei die Variablen des Modells jeweils selbst lexikographisch geordnet
werden und die kleinste lexikographische Variable die grofste Variable der Termordnung
ist, zum Beispiel ;1 > xo > ... > x,.! Maple gibt die Polynome der Grébnerbasis aufstei-
gend nach Leitmonom sortiert aus. Das erste Polynom geniigt dann oft schon um vieles
abzulesen, da in den besprochenen Modellen ausschlieflich positive Parameter auftau-
chen. Ein Polynom der Form xzex3%(z2 + 1)(23 + 1) zum Beispiel hat keine Nullstellen
in Ri. Diesen Ansatz weiter verfolgend kann man dann versuchen die fiir die positiv para-
metrisierten Modelle relevanten Losungen des Gleichungssystems zu berechnen, was aber
nicht immer klappen muss und an verschiedenen Stellen scheitern kann, siehe Abschnitt
6.3. Die im folgenden Abschnitt beschriebene Prozedur get_solutions automatisiert den
grofiten Teil dieser Arbeit.

§6.2 Algorithmische Teillosung gegebener Probleme

Da der Polynomring in endlich vielen Variablen faktoriell ist, konnen die Polynome der
Grobnerbasis in eindeutiger Weise faktorisiert werden und die einzelnen Faktoren der
Polynome jeweils getrennt betrachtet werden. Durch Rechnung mit lexikographischer
Termordnung beinhaltet das erste Polynom eine eher kleine Anzahl von Variablen, wo-
durch hier mogliche erste Teillosungen schon abgelesen werden konnen. Diese konnen
eingesetzt werden in die anderen Polynome und auf diese Weise kénnen sukzessive alle
relevanten Losungen des Gleichungssystems bestimmt werden, wie bereits in Abschnitt
2 besprochen. Bei der Art der auftretenden Faktoren sind 4 Félle zu unterscheiden:

1. Fall: Der Faktor ist ein Polynom in nur einer Variablen vom Grad kleiner als 4. Dann

'Diese Wahl hat rein praktische Griinde: hat man eine Liste von Variablen, so sortiert Maple diese mit
der Funktion sort() lexikographisch. Gibt man allerdings eine Liste von Variablen in die Funktion
plex() um eine lexikographische Termordnung zu generieren, dann werden die Variablen der Liste
in dieser Reihenfolge als absteigend sortiert angenommen. Natiirlich kann es sein (und kommt sogar
oft vor), dass eine andere Ordnung der Variablen ein besseres oder schnelleres Ergebnis erzielt, doch
ist dies einerseits schwer vorherzusagen und andererseits hat man hierfiir wiederum n! Méglichkeiten,
welche gesammelt auszuprobieren nur wenig Sinn macht.
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§6 Vorgehensweise

konnen die Losungen fiir diese Variable exakt bestimmt und in die restlichen Poly-
nome eingesetzt werden.

2. Fall: Der Faktor ist ein Polynom in nur einer Variablen vom Grad 4 oder hoher. Dann
ist eine numerische Losung effizient moglich. Um die Fortsetzung des Fehlers durch
die numerische Néherung dieser Variable so gering wie moglich zu halten ist es
sinnvoll zunéchst jedes auftauchen des hiermit gelosten Faktors in den restlichen
Polynomen mit 0 zu ersetzen, bevor in den verbleibenden Polynomen der ungenaue
Wert der betrachteten Variable eingesetzt wird.

3. Fall: Der Faktor enthélt 2 oder mehr Variablen, hat aber in einer der Variablen einen
Grad kleiner oder gleich 3. Dann kann das Polynom auf exakte Weise nach dieser
Variable aufgelost werden und diese Lésungen kénnen in die anderen Polynome
eingesetzt werden. Hierbei ist Vorsicht geboten: Die resultierenden Ausdriicke sind
némlich im Allgemeinen keine Polynome mehr, denn sie kénnen durch die Losung
von quadratischen oder kubischen Gleichungen Wurzeln enthalten.

4. Fall: Der Faktor enthélt 2 oder mehr Variablen und hat in jedem dieser Variablen
einen Grad von 4 oder hoher. In diesem Fall kann im Allgemeinen nicht exakt wei-
tergerechnet werden und eine multivariate numerische Approximation wire miihse-
lig. Eine weitere automatische Rechnung ist in diesem Fall zunéchst nicht moglich.

In den Féllen 1 bis 3 ist auf diese Weise die Menge der auftretenden Variablen um (min-
destens) 1 reduziert worden und das reduzierte System kann nun weiter gelést werden.
Dazu wird nur erneut faktorisiert, denn die Struktur der lexikographischen Termord-
nung garantiert, dass auch das reduzierte System noch von tendenziell einfacher Form
ist. Schritt fiir Schritt kann man so zumindest einige der Losungen bestimmen, wie auch
schon in Abschnitt 2 beschrieben.

Tauchen in diesem Prozess Werte fiir die Variablen auf, die 0 oder negativ sind, so
kann man diese Teillésungen fiir die hier betrachteten Modelle verwerfen, da nur posi-
tive Variablenwerte relevant sind. Im 3. Fall kann man diese Giiltigkeitspriifung nicht
allgemein machen. Zwar wird ein Faktor der Form (x4 + 23) nie mit giiltigen Parametern
0 werden, bei einem Faktor der Form (x4 + x3 — x3) ist das weniger klar. Es konnte
beispielsweise sein das nach Einsetzen von z4 = m% — x3 in einem der folgenden Schritte
x3 < 1 bestimmt wird, wodurch x4 < 0 gelten wiirde. Sogar komplexe Werte konnten so
entstehen, beispielsweise wenn x4 = /1 — x% ist. Das Auftreten solcher Fille kann nur
schwer vorausgesehen werden, weshalb in der Implementierung dieses Losungsverfahrens
im Fall 3 ohne Vorzeichenpriifung fortgefahren wird.

Die Prozedur get_solutions ist eine rekursive Implementierung dieses Verfahrens. Sie
erwartet 3 Parameter? (in dieser Reihenfolge): Eine Liste von Polynomen, der Index der

2In der eigentlichen Implementierung sind 6 Parameter moglich, wovon die letzten drei optional sind.
Der vierte Parameter sup_sols gibt die bisher gefundenen Lésungen in die rekursiven Funktions-
aufrufe mit, damit sie bei fehlschlagenden Rechnungen abgespeichert werden kénnen, der Standard-
wert von sup_sols ist also die leere Liste []. Der fiinfte Parameter make_coeffs_rational ist ein
boolscher Wert der bestimmt ob nach dem Einsetzen gefundener Losungen die Koeffizienten der
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Variable, die im aktuellen Schritt bestimmt werden soll, sowie eine Liste von Variablen-
namen. Dabei wird davon ausgegangen dass die Liste der Polynome eine Grobnerbasis
ist oder dass sie das Ergebnis des Einsetzens von Teillosungen in eine solche Liste ist.
Es wird von einer lexikographischen Termordnung ausgegangen, die die angegebene Liste
der Variablen absteigend sortiert, es miissen die Polynome aufsteigend nach Leitmonom
sortiert vorliegen und es wird ferner davon ausgegangen dass alle Polynome dieser Liste
faktorisiert sind. Riickgabewert ist jeweils eine Liste der (mit dem Algorithmus berechen-
baren) Teillésungen.

Die Vorgehensweise bei der Berechnung der Lésung im aktuellen Schritt ist jeweils wie
folgt: Es wird zunéchst nach dem ersten Polynom in der Liste gesucht welches nicht 0 ist.
Ein Faktor dieses Polynoms kann nur mit giiltigen Parametern 0 werden, wenn mindes-
tens ein ,-“-Zeichen darin vorkommt. Danach wird gesucht bevor iiberhaupt versucht wird
Losungen zu bestimmen. Kann ein exakter oder approximierter, nicht-negativer Wert fiir
die Losung der angegebenen Variable in diesem Faktors bestimmt werden (obige Fille 1
und 2), so wird dieser Faktor in der gesamten Liste der Polynome mit 0 ersetzt und erst
dann der berechnete Wert der Variable eingesetzt. Die Ersetzung des gelosten Faktors
durch 0 ist bei exakter Rechnung tiberfliissig, bei approximierter Rechnung erhoht dies
allerdings die Genauigkeit, da Polynome die nun ,eigentlich 0 sein miissten* auch wirklich
exakt 0 sind und die weitere Rechnung nicht unnétig mit Fehlern belasten.

Im obigen Fall 3 werden alle exakten Losungen in die Liste der Polynome eingesetzt, da
wie bereits erwdhnt keine Giiltigkeitspriifung durchgefiihrt werden kann. Im obigen Fall
4 kann nicht ohne weiteres weitergerechnet werden. Die Berechnung einer Grobnerbasis
mit einer anderen lexikographischen Termordnung koénnte gegebenenfalls ein einfacheres
System von Polynomen hervorbringen. Daher wird hier nur eine Meldung ausgegeben und
das bisher berechnete Ergebnis sowie der unlosbaren Faktor gespeichert. Dies erlaubt es
dem Benutzer zu einem spéteren Zeitpunkt an dieser Stelle weiter zu rechnen.

Fiir alle in den Féllen 1 bis 3 berechneten Lésungen werden die resultierenden Po-
lynome faktorisiert und mit Hilfe eines rekursiven Aufrufs die weiteren moglichen Va-
riablenwerte bestimmt. Alle auf diese Weise resultierenden Teillosungen werden mit der
entsprechenden Losung fiir die aktuelle Variable verkniipft und die hieraus resultierende
Liste von (Teil-) Losungen ist der Riickgabewert der Funktion.

Beispiel 6.1 Essein =4 und g1, g2, g3, g4 seien die partiellen Ableitungen der Likelihood-
Funktion, welche eine rationale Funktion in den Parametern x1, x5, x3, x4 sei. Die Null-
stellen eines gekiirzten rationalen Ausdrucks sind genau die Nullstellen des Zéahlers, also
geniigt es diese zu betrachten. Dadurch bleiben nur Polynome iibrig und es kann eine
Grobnerbasis des von den verbleibenden Polynomen erzeugten Ideals ausgerechnet wer-
den. Wahlt man die lexikographische Termordnung beziiglich 1 > x2 > x3 > x4, S0

verbleibenden Polynome in rationale Ausdriicke umgewandelt werden sollen. Dies fiihrt dazu, dass
gegebenenfalls mehr Lésungen vollstdndig berechnet werden kénnen, wobei allerdings auch mehr Re-
chenfehler gemacht werden, siehe Abschnitt 6.3. Der sechste und letzte Parameter, v, ist nur fir
das Inversionsmodell von Belang und hat den Standardwert 1. Hier wird die Substitution fiir v in
der Likelihood-Funktion mitgegeben. Es wird jeweils gepriift, ob eine gefundene Teillosung diesen
Parameter nicht schon verschwinden ldsst und nur andernfalls weitergerechnet. Siehe hierzu auch
Abschnitt 7.3.
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kann dies gemacht werden mit Hilfe des Befehls

Basis(PolyId(map (numer, [g1, g2, 93,941)) ,plex (w1, z2, 3, 24)) 3.

Ist das Ergebnis die Liste [fi,..., fr] so ist dies eine aufsteigend nach Leitmonomen
sortierte Grobnerbasis beziiglich lexikographischer Termordnung mit 1 > xo > z3 > x4.
Der Funktionsaufruf

get_solutions(factor([fy,..., fr1),4, [x1, 2o, 3, 14])%

versucht dann alle Teillosungen im giiltigen Parameterraum zu bestimmen und gibt
Meldungen aus fiir die Falle die nicht ausgerechnet werden koénnen.

Sind Freiheitsgrade in den Parametern im Vorhinein bekannt, wie etwa beim Plackett-
Luce-Modell die beliebige Skalierung, so ist es sinnvoll diese vor Berechnung der Grébner-
basis einzubringen um den Rechenaufwand zu minimieren. Beim Plackett-Luce-Modell
kann zum Beispiel der Wert 21 = 1 a priori festgelegt werden, das heifit statt

Basis (PolyId(map(numer, [g1,¢2,93,94])) ,plex(x1,x2, T3, T4)).
wiirde man
Basis(PolyId(subs(x1=1,map(numer, [g2,g3,94]1))) ,plex(xa, x3,x4) )2,

aufrufen. O

§6.3 Beschriankungen und Probleme durch Rechenfehler

Neben der bereits besprochenen Tatsache dass die Berechnung von Grébnerbasen zum
Teil exorbitant lange dauern kann, gibt es eine Reihe weiterer Probleme, die bei der im
Abschnitt 6.2 besprochenen algorithmischen Vorgehensweise eine Rolle spielen. Zunéchst
kénnen Faktoren auftreten, die, wie im obigen Fall 4 besprochen, mehr als eine Variable
enthalten und von zu hohem Grad sind. Dann kénnen ohne weiteres schlicht keine Lo-
sungen berechnet werden, das heifit die Losung des Gleichungssystems scheitert an dieser
Stelle.

Ein weiteres Problem ist die Faktorisierung der Polynome sobald ein approximativ
bestimmter Wert eingesetzt wurde. Dann kann Maple die Polynome in mehr als einer

3Die Funktion Basis ruft den Algorithmus zur Berechnung von Grébnerbasen auf, PolyId ist eine Ab-
kiirzung fiir die Funktion PolynomialIdeal im Paket PolynomialIdeals, welche aus einer Liste von
Polynomen eine Datenstruktur fiir Polynom-Ideale erstellt. Diese Datenstruktur kann die Laufzeit
des in Maple implementierten Buchberger-Algorithmus positiv beeinflussen. map ist eine Funktion um
eine andere Funktion auf alle Elemente einer Liste anzuwenden, numer holt den Nenner aus einem ra-
tionalen Ausdruck und plex ist das Kommando zur Erzeugung einer lexikographischen Termordnung.
Vergleiche hierzu die Dokumentation von Maple [MGH™'05].

4Die Funktion factor faktorisiert, falls moglich, alle Elemente der {ibergebenen Liste [MGH™"05].

5Der Befehl subs (gli, gla, . . ., gln, arg) substituiert in arg sukzessive die linken Seiten der Gleichungen
gli,...,gl, mit den jeweils rechten Seiten [MGH™05].

42



Kapitel III. Maximum Likelihood Schétzer von Ranking-Modellen

Variablen mit Flielskommakoeffizienten nicht faktorisieren. Eine solche Faktorisierung ist
im Allgemeinen schwierig, da Polynome durch Rechenfehler irreduzibel werden kénnen,
die eigentlich reduzibel sind. Unter Einbeziehung einer gewissen Ungenauigkeit der Koef-
fizienten ist jedes Polynom in mehreren Veranderlichen irreduzibel, da der reduzible Fall
der singulére Fall ist. Um solche Polynome trotzdem zu faktorisieren ist etwas mehr Mii-
he nétig, wie etwa beschrieben in [GKM™104], doch ein solcher Algorithmus ist in Maple
offenbar nicht implementiert, auch wenn man dazu keinen Hinweis in der Dokumentation
von Maple findet [MGH™05|. Das Problem kann umschifft werden indem die FlieRkom-
mateile der Koeffizienten vor der Faktorisierung in rationale Ausdriicke umgewandelt mit
Hilfe der Funktion convert (-,rational), was die fehlerbehafteten Werte auf kiinstliche
Weise ,exakt macht, die existenten Rechenfehler aber moglicherweise vervielféltigt.

So lange mit exakten Werten und Lésungen gerechnet wird, hat die Konversion in ratio-
nale Ausdriicke keinerlei Einfluss auf die Rechnung, da der Befehl convert(-,rational)
exakte (irrationale) Ausdriicke unberiihrt ldsst, das heift Werte wie 0.5 - /2 in 1/2- /2
umgewandelt, und nicht etwa in 47321/66922, was eine Rationalisierung der Approxima-
tion des gesamten Ausdrucks wére. Bei approximativer Rechnung kénnen sich allerdings
die Fehler durch die Rationalisierung fortsetzen und gegebenenfalls verstérken, wodurch
die Losungen auch stark fehlerbehaftet sein kénnen.

Die schwierige und gegebenenfalls approximierte Faktorisierung ist nicht nur ein Pro-
blem bei der vorgestellten Methode der Berechnung von Nullstellen. Auch die Ersetzung
von Faktoren ,die jetzt 0 sein miissen“ durch 0 wird im Allgemeinen fehlschlagen da
Faktoren durch Rechenfehler nicht ganz gleich aussehen kénnen, obwohl sie bei exakter
Rechnung moglicherweise gleich waren. Auf diese Weise vervielféltigen sich die Fehler der
Néherung mehr als notig. Zudem werden auf diese Weise gegebenenfalls Faktoren in die
Rechnung einbezogen die bei exakter Rechnung eigentlich schon léngst hatten verschwin-
den miissen und nun durch ihre Existenz eigentlich korrekte Losungen des Gesamtsystems
verschwinden lassen:

Beispiel 6.2 Es bestehe eine Grobnerbasis mit lexikographischer Termordnung beziig-
lich 23 > z9 > w1 aus 4 Polynomen, G = {¢1,92,93,94} C R[z1,29, 23] und es gelte
GNRzi] = {1}, GNR[z1,22) = {g1,92}. Sei (a1,a2) eine gemeinsame exakte Null-
stelle von g1 und g2 und es gelte gs(ai,az,z3) = 0, fiir jedes 3 € R. Jede Losung ag
des Polynoms g4(a1, ag, x3) wiirde hier eine Losung (a1, ag, as) hervorbringen. Wird aber
(a1, a2) nur ndherungsweise bestimmt, etwa mit der Approximation (a1, as), dann gilt
mit grofter Wahrscheinlichkeit gs(ai, ag, x3) # 0, so sind nur die gemeinsamen Nullstellen
von g3(ai,as,z3) und g4(ay, as,xs) giltige Erweiterungen. Taucht aber kein gemeinsa-
mer Faktor in g3(a1, ag, x3) und g4(ai, az, z3) auf, was durch approximative Rechnung zu
erwarten ist, so gibt es keine Erweiterung von (a1, a2) und es ist offenbar (mindestens)
eine Losung verloren gegangen. %

Das dies kein rein theoretisches Beispiel ist, sondern tatséchlich passiert, kann anhand
des Bradley-Terry-Mallows-Modells eingesehen werden. Am Ende des Abschnitts 7.2 wird
hierauf noch einmal eingegangen.

Zusammenfassend ist festzustellen, dass ndherungsweise berechnete Losungen stark
fehlerbehaftet sind und leider nicht einmal dariiber Aufschluss geben kénnen ob Losungen
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existieren. Gleichzeitig ist die approximative Rechnung kaum zu umgehen: Bei den im
nachfolgenden Abschnitt besprochenen Fallen der einzelnen Modelle ist ndherungsweise
Rechnung bei Plackett-Luce fiir n = 5, bei Bradley-Terry-Mallows bereits fir n = 3
notig.

Ein weiteres Problem kann sogar bei exakter Rechnung auftreten, und zwar falls im
Laufe der Rechnung ein Faktor in mehreren Unbekannten vom Grad 2 oder 3 geldst
werden muss. Betrachte zum Beispiel den Faktor 22 + 7zy? — 3222y — 12y%, der homogen
vom Grad 3 in den Variablen x und y ist. Lost man diesen Ausdruck mit Hilfe von
Maple nach x auf, erhdlt man 3 sehr komplizierte Ausdriicke fiir die Losungen, wovon
zwei echt komplexe Werte sind, falls y nicht 0 ist. Diese beiden Losungen kann man
eigentlich fallen lassen, doch lésst sich im Allgemeinen die Schlussfolgerung ,Es ist die
imagindre Einheit im Ausdruck enthalten, also ist dies auf jeden Fall eine ungiiltige
Losung* gar nicht ziehen. Es kdnnte beispielsweise die Lésung von einer so speziellen
Form sein, dass die imagindren Teile auch fiir positiv Werte von y verschwinden. Da
man diesen Spezialfall nicht einfach ausser Acht lassen kann, muss man fiir jede der drei
Losungen alle moglichen Erweiterungen rekursiv berechnen obwohl in vielen Féllen bei
genauerer Betrachtung zwei der drei Losungen verworfen werden konnten. Dies belastet
die automatische Berechnung der Beispielfélle mit unndtig viel Rechenarbeit, wodurch
diese moglicherweise wesentlich langer dauert als notig. Fiir grofere n reproduziert sich
dieses Problem natiirlich durch die rekursive Struktur der Lésungsmethode.

§6.4 Hinreichendes Kriterium fiir Extremstellen

In der gesamten Diskussion der Berechnung der Maxima wird die Betrachtung des hin-
reichenden Kriteriums fiir mogliche Maximalstellen ausgelassen. Dies hat zwei Griinde:
Zum Einen ist der erste Teil, das Finden von kritischen Punkten, mit Sicherheit der rele-
vantere, da in der praktischen Anwendung die Art dieser Punkte schneller experimentell
iberpriift werden kann. Zum Anderen ist die Berechnung der Eigenwerte der Hesse-
Matrix im Allgemeinen ein sehr schwieriges Problem, erst recht fiir grofte n. Gleichzeitig
zeigt die Untersuchung der im Plackett-Luce-Modell betrachteten Beispiele fiir n = 3
und n = 4, dass alle kritischen Punkte in diesem Modell tatsdchlich Maximalstellen
sind. Dies legt die Vermutung nahe, das die kritischen Punkte immer Maximalstellen
sind (oder zumindest oft), was als Heuristik fiir die Anwendung zunéchst geniigen kann.
Eine weitergehende Untersuchung wére zwar wiinschenswert, kann aber Aufgrund ihrer
Komplexitédt in diesem Kontext nicht ausfiihrlich besprochen werden. Analoges gilt fiir
die anderen Modelle.

§7 Ergebnisse
Im folgenden werden die in Abschnitt 4 vorgestellten Modelle ndher untersucht. Die Rede
ist dabei stets abstrakt von Permutationen, die aber in diesem Kontext stets als Ord-

nungen und nicht als Rankings interpretiert werden, analog zur Definition der jeweiligen
Modelle.
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§7.1 Plackett-Luce

Die einfachsten Fille statistischer Daten sind solche bei denen genau eine oder genau
zwei verschiedene Permutationen genau einmal auftauchen. Mit dieser geringen Sample-
grofe bleiben die Polynome in den zu losenden Gleichungssystemen relativ klein, wodurch
die kritischen Punkte der Likelihood-Funktion auch wirklich berechnet werden koénnen.
Durch Label-Invarianz ist jeweils nur ein Fall beziehungsweise nur n! — 1 Falle zu be-
trachten. Ferner kann durch Skalierung der Parameter angenommen werden, dass jeweils
1 =1 gﬂt.

Tritt nur eine einzelne Permutation im Sample auf, so ist diese ohne Einschrankung der
Allgemeinheit 7 = 1...n. Fir n = 3 ist die Likelihood-Funktion L = T o

1+z2+z3) (T2 +73)

und die Zéhler der partiellen Ableitungen von L sind

{zo(ze + 73), 71 (—23 + 123 + 73), —T172(232 + 273 + 1) }.

Ohne dass man hier iiberhaupt eine Grobnerbasis ausrechnen muss, kann man ablesen
dass keine Losungen mit ausschliefslich positiven Parametern existieren, da das Polynom
x9(x2+x3) nur 0 sein kann falls z9 = 0 oder z9 = —x3 gilt. Dieses Ergebnis ldsst sich auch
intuitiv erkldren: Durch festhalten des Parameters xo und gleichzeitiger Vergroferung
von x1 oder Verkleinerung von x3 steigt die Wahrscheinlichkeit des Rankings 123. Somit
kann man den Wert der Likelihood-Funktion beliebig vergrofern wihrend die degenerierte
Wabhrscheinlichkeitsverteilung mit P(123) = 1 und P(m) = 0 fiir 7 # 123 keine Verteilung
im Plackett-Luce-Modell ist. Die Félle n > 3 verhalten sich hier vollig analog. In diesem
Fall existiert also kein Maximum Likelihood Schétzer.

Auch im Fall in dem genau zwei Permutationen auftreten ist ohne Einschrankung eine
der beiden auftauchenden Permutationen 1...n. Das einmalige Auftauchen genau einer
anderen Permutation resultiert in n! — 1 Falle, die sich fiir n = 3 und n = 4 in genau zwei
Moglichkeiten aufteilen: Entweder existiert kein Maximum Likelihood Schétzer, oder er
ist eindeutig (siche Tabellen 7.1 und 7.2). Dabei ist durch Skalierung der Parameter ohne
Einschrénkung x; = 1, wodurch die Rechnungen kiirzer werden.

Die Prozedur testrun_pl automatisiert diese Rechnungen weitestgehend mit Hilfe der
im Abschnitt 6.2 beschriebenen Prozedur get_solutions, in dem sie alle Fille einzeln
betrachtet, die Likelihood-Funktion und ihre Ableitungen berechnet und die Losungen
bestimmt. Fiir n = 3 sind die Lésungen in Tabelle 7.1, fiir n = 4 in Tabelle 7.2 darge-
stellt. Alle Rechnungen kénnen in diesen Féllen exakt durchgefithrt werden, auch wenn
in der Tabelle 7.2 die meisten Werte fiir eine kompaktere Darstellung approximiert wur-
den. Ferner sind einige der exakt und kompakt darstellbaren Losungen skaliert, so dass
etwa gemeinsame Nenner eliminiert werden. In den Tabellen sind zudem die Abstdnde
zwischen den beiden Permutationen beziiglich der Cayley-Metrik und Kendalls 7-Metrik
angegeben.

Die Idee hinter der Betrachtung des Abstandes der beiden auftauchenden Permutatio-
nen ist, dass fiir den Maximum Likelihood Schétzer ,,geniigend verschiedene Information‘
existieren muss, damit die n Objekte hinreichend gut unterschieden werden kénnen. Dies
scheint sich am Beispiel n = 3 zu bestétigen: Im ersten Fall sind die Objekte 2 und 3
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m  me Losungen Cayley Kendalls 7
123 132  keine 1 1
123 213 keine 1 1
123 231 2l =4, 20 =T+ V17, 23 =—-14+ V17 2 2
123 312 1 =8, 20 =—6+2V17, 23 =7 — /17 2 2
123 321 z=1,20=+2,23=1 1 3

Tabelle 7.1: Losungen im Plackett-Luce-Modell fiir den Fall n = 3 bei einmaligem Auf-

treten von jeweils genau zwei Permutationen.

ununterscheidbar, im zweiten Fall die Objekte 1 und 2, wihrend kein Maximum gefunden
werden kann. In den anderen drei Féllen sind die Abstédnde grofser und die Maximum
Likelihood Schétzer existieren. Die gefundenen Parameter sind in ihren Groéfenverhalt-
nissen auch nachvollziehbar, zum Beispiel im Fall 79 = 231: Objekt 2 muss mit Sicherheit
am besten bewertet werden, da es die besten Rénge erzielt. Objekt 1 ist zwar nicht immer
besser als Objekt 3, aber erzielt einmal den 1. und einmal den 3. Platz, wiahrend Objekt
3 nur den 2. und 3. Platz bekommt. Daher muss der Parameter von Objekt 1 grofier sein
als der von Objekt 3.

Im letzten Fall allerdings sind die Objekte 1 und 3 wiederum ununterscheidbar —
dennoch wird ein Maximum Likelihood Schétzer gefunden. Hier ist aber anders als in
den ersten beiden Féllen der Abstand in Kendalls 7-Metrik verschieden von 1.

Insgesamt kann die Existenz von Losungen in Zusammenhang gebracht werden mit der
Summe der beiden verwendeten Metriken: In den Féllen in denen keine Losung existiert
ist die Summe der Absténde kleiner oder gleich zwei, in den anderen Fillen ist die Summe
grofer oder gleich 4.

Der Zusammenhang zwischen Existenz von Lésungen und Abstand der Permutationen
bestétigt sich fiir n = 4. Die Ergebnisse fiir diesen Fall sind in Tabelle 7.2 angegeben. Alle
Losungen werden durch get_solutions exakt bestimmt, die meisten sind hier nur nahe-
rungsweise angegeben um die Darstellung zu vereinfachen. Die Félle, in denen Lésungen
existieren sind immer solche in denen die Absténde eher grof sind. Sind die Absténde
eher klein, existiert keine Losung. Der relative Begriff ,klein® hat fiir grofere n natiirlich
eine andere Bedeutung. Wahrend fiir n = 3 im letzten Fall mit den Abstédnden 1 und
3 eine Losungen existiert, gibt es fiir n = 4 in den Féllen mit diesen Abstédnden keine
Losung. Ist der Abstand in der Cayley-Metrik 1, so muss hier offenbar Kendalls 7-Metrik
eine Wert grofer als 3 haben damit eine Losung existiert, wie etwa im Fall mo = 4231.

Auch hier funktioniert die Unterscheidung anhand der Summe beider Mafe: Existiert
keine Losung ist die Summe kleiner oder gleich 4, sonst grofer oder gleich 6.

Der Fall n = 5 ist mit testrun_pl(5) zu aufwindig und ist im Laufe der Arbeit an
einem Rechner des Fachbereichs nie fertig geworden. Genauer schien die Berechnung der
Losungen im Fall mo = 24315 besonders ausufernd zu sein. Interessanterweise scheint
dies nicht etwa an der Berechnung der Grébnerbasen, sondern an der Rechnung mit
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m me  Losungen Cayley Kendalls 7
1234 1243 keine 1 1
1234 1324 keine 1 1
1234 1342 keine 2 2
1234 1423 keine 2 2
1234 1432 keine 1 3
1234 2134 keine 1 1
1234 2143 keine 2 2
1234 2314  keine 2 2
1234 2341 21 =2, 20 =8+5V2, 13 =2+ 22, 24 = V2 3 3
1234 2413 21 =1, 29 ~ 2.2338, x5 ~ 0.2338, x4 ~ 0.2884 3 3
1234 2431 x1 =1, 29 ~ 5.5901, x5 ~ 1.2449, x4 ~ 0.8614 2 4
1234 3124 keine 2 2
1234 3142 x1 =1, 29 ~ 0.1291, x3 ~ 0.4477, x4 ~ 0.1046 3 3
1234 3214 keine 1 3
1234 3241 x1 =1, 29 ~ 3.6287, x5 ~ 3.2450, x4 ~ 0.7227 2 4
1234 3412 z1 =13 =8, 29 = x4 = —1++/(17) 2 4
1234 3421 x1 =1, 29 ~ 1.6590, x3 ~ 2.3295, x4 ~ 0.8761 3 5
1234 4123 21 =7, 0 = 3vV2 -2, 23 = =5+ 42, 24 = 3 3

8 — 5v/2
1234 4132 21 =1, 29 ~ 0.1569, x5 ~ 0.2268, x4 ~ 0.1821 2 4
1234 4213 x; =1, 2o ~ 1.1183, x3 ~ 0.2227, x4 ~ 0.3082 2 4
1234 4231 x1 =1, 29 ~ 2.6590, x5 ~ 1.2056, x4 = 1 1 5
1234 4312 x; =1, 29 ~ 0.3761, 3 ~ 0.7120, x4 ~ 0.4293 3 5
1234 4321 1 =a4=2,290=a3=14++5 2 6

Tabelle 7.2: Losungen im Plackett-Luce-Modell fiir n = 4 bei einmaligem Auftreten von

jeweils genau zwei Permutationen. Alle Losungen wurden exakt bestimmt und zum Teil

nur fiir die kompakte Darstellung approximiert.
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approximierten Losungen zu liegen. Die Prozedur test_first_polynomial_pl(n) schaut
namlich vereinfachend nur in das erste Polynom der Grébnerbasis und kann auf diese
Weise eine Menge Fille erkennen in denen sicher keine giiltige Losung existiert: Taucht
kein einziges ,-~-Zeichen in einem Polynom auf, so kann es nur 0 werden wenn mindestens
ein Parameter 0 oder negativ ist. Diese Prozedur terminierte am Rechner monrovia des
Fachbereichs 12 der Philipps-Universitat Marburg nach etwa 120 Minuten. Mit diesen
Ergebnissen bestatigt sich der zuvor beobachtete Trend: Die Paare von Permutationen,
in denen an dem ersten Polynom erkennbar ist, dass keine Losungen existieren, sind auch
fiir n = 5 solche, in denen die Abstdnde eher klein sind. Genauer tritt der Fall in dem die
nicht-Existenz von Losungen sofort erkennbar ist nur auf, wenn die Summe der beiden
Absténde kleiner oder gleich 8 ist. Aufgrund der Lange der Ergebnislisten wird an dieser
Stelle auf ihre Darstellung verzichtet, sie kann jedoch mit Hilfe der genannten Prozedur
generiert werden.

Die genaue Regelméfigkeit die hinter diesen Beobachtungen steckt, konnte noch nicht
formalisiert werden, aber es ist zu erwarten dass fir den Fall des Auftretens von genau
zwei Permutationen eine Aussage der Form ,Wenn die Absténde kleiner x sind, dann exis-
tiert kein Maximum Likelihood Schétzer, sind die Abstédnde grofer als y, dann existiert
ein eindeutiger Maximum Likelihood Schétzer* moglich ist.

Frage 7.1 Welcher Zusammenhang besteht zwischen Abstinden der in einem gegebenen
Sample auftauchenden Permutationen und der Existenz eines zugehérigen Maximum Li-
kelihood Schétzers im Plackett-Luce-Modell?

Ferner wire interessant inwiefern dies auch fiir grofsere Samples verallgemeinert wer-
den kann, beispielsweise mit dem von Kendall vorgeschlagenen Ubereinstimmungskoef-
fizienten innerhalb eines Samples [Ken70]. Hierbei wird ein Maf der Diversitét fir eine
Menge von auftauchenden Permutationen definiert, welches 1 ist, falls nur eine einzige
Permutation (gegebenenfalls mehrfach) auftaucht und sonst einen Wert zwischen 0 und
1 annimmt der den ,Grad der Ubereinstimmung” im Sample misst. Eine dahingehende
Untersuchung wiirde den Rahmen der Masterarbeit sprengen und wére zudem vermut-
lich schwierig, da mit steigenden Samplegrofen das Berechnen der Grébnerbasen wieder
schwieriger beziehungsweise langwieriger wird. Und selbst wenn dies gelingt, ist zu erwar-
ten dass die Grade erneut zu grof sind um exakte Losungen zu bestimmen, wahrend die
approximative Losungen weiter problembehaftet sind, wie in Abschnitt 6.3 beschrieben.

§7.2 Bradley-Terry-Mallows

Analog zum Plackett-Luce-Modell kann in diesem Modell angenommen werden, dass einer
der Parameter 1 ist, um die Rechnungen zu vereinfachen. Die Verwandtschaft mit dem
Plackett-Luce-Modell lasst vermuten dass es sich bei der Suche nach Maximum Likelihood
Schétzern dhnlich verhélt, jedoch sind selbst die einfachen Fiélle schon schwieriger als bei
Plackett-Luce.

Es sei zunédchst n = 3. Im dem Fall in dem nur eine Permutation genau ein mal
auftaucht ist dies die Permutation = 123, die Likelihood-Funktion ist dann v?ve /(v3ve+
v3v3 + v3v1 + v3vs + v3v1 + v3ve). Der Gradient dieser Funktion hat keine Nullstellen in
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T w2 LoOsungen Cayley Kendalls 7
123 132  keine 1 1
123 213  keine 1 1
123 231 w1 =1, ve = 1.7844, vs = 0.5604 2 2
123 312 v =1, v = 0.3141, vs = 0.5604 2 2
123 321 wvi=ve=wv3=1 1 3

Tabelle 7.3: Losungen im Fall n = 3 bei einmaligem Auftreten von genau zwei Permuta-

tionen im Bradley-Terry-Mallows-Modell.

Ri, das heifst es existieren keine Maxima im zuléssigen Parameterraum. Wie auch beim
Plackett-Luce-Modell ist ein solches Maximum auch gar nicht zu erwarten.

Die Fille in denen genau zwei Permutationen genau ein mal auftreten kénnen wie
zuvor mit Hilfe der Prozedur testrun_btm gelost werden, welche alle n! — 1 moglichen
Félle durchgeht und mit Hilfe von get_solutions versucht das jeweils zugehdrige Glei-
chungssystem zu l6sen. Fiir n = 3 ergeben sich die Losungen aus Tabelle 7.3. Genau wie
beim Plackett-Luce-Modell gibt es in den ersten beiden Féllen keine Losung und in den
anderen Féllen genau eine Losung, weshalb man moglicherweise zunachst ein dhnliches
Verhalten der beiden Modelle vermuten kénnte. Fiir den Fall n = 4 kann die Prozedur
get_solutions die meisten Fille nicht 10sen, in 19 der 23 Faille bleiben Faktoren von zu
hohem Grad mit mehr als einer Variablen ungelost. Einer der 16sbaren Fille widerlegt
aber die obige Vermutung: fiir m = 1234, w9 = 4312 existiert keine Losung, wihrend in
diesem Fall beim Plackett-Luce-Modell eine Losung existiert (siche Tabelle 7.2 auf Seite
47).

Das in Beispiel 6.2 dargestellte Problem von verschwindenden Lésungen ist nicht nur
von theoretischer Natur, sondern passiert tatsichlich und kann anhand des Bradley-
Terry-Mallows-Modells im Fall n = 4 nachgewiesen werden. Der Ubergang zu rationa-
len Ausdriicken mit Hilfe der Funktion convert(-,rational) kann, wie im Abschnitt
6.3 dargelegt, fehlerverstarkend wirken, wodurch hier gegebenenfalls neue Fehler entste-
hen und noch mehr Lésungen verschwinden. Das Umwandeln in rationale Ausdriicke
ist per default deaktiviert, ldsst sich aber aktivieren, in dem man beim Aufruf von
testrun_btm als zweiten Parameter true mitgibt (beziehungsweise bei get_solutions
als letzten Parameter). Mit dem Ubergang zu rationalen Ausdriicken kann mit Hilfe
von testrun_btm(4,true) nur ein einziges Maximum bestimmt werden, und zwar fiir
mo = 4321. Dabei kénnen alle Falle vollstdndig ausgerechnet werden, zumindest approxi-
mativ. Der Aufruf testrun_btm(4,false) kann dagegen zwei Maxima konkret ausrech-
nen, fiir o = 4231 und fiir o = 4321. Dafiir bleiben aber etwa 50 Fille® unvollstéindig
bearbeitet. Dies zeigt, dass der Nichtexistenz von Losungen in den anderen 21 Fillen im
Resultat von testrun_btm(4,false) sowie der Nichtexistenz der Losungen im Resultat

5Die Anzahl nicht abgeschlossener Fille schwankt bei mehrfachem Aufruf etwas, ich habe bei meinen
Rechnungen zwischen 47 und 59 unfertiger Félle beobachtet. Diese Schwankungen sind vermutlich
auf nicht-deterministische Verfahrensweisen bei der approximativen Bestimmung von Nullstellen mit
Hilfe von fsolve zuriick zu fiihren.
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von testrun_btm(4,true) nicht getraut werden kann.

Eine vereinfachende Untersuchung der ersten Polynome in den Grobnerbasen, wie sie
bei Plackett-Luce gemacht wurde, lasst hier leider keine weiteren Schliisse zu, da in
jedem Fall relevante Faktoren gefunden werden. Die analog zum Plackett-Luce-Modell
funktionierende Prozedur test_first_polynomial_btm liefert keine neue Information.

Insgesamt stellt sich die Frage nach der Relevanz des betrachteten Modells: Einer-
seits ist es so kompliziert das selbst einfache Félle nur schwierig zu berechnen sind.
Die approximativen Losungen miissen hierbei jedenfalls bezweifelt werden. Ferner wirkt
der konditionale Ansatz des Babington-Smith-Modells sehr kiinstlich, siehe auch Ende
Abschnitt 4.2, und es erscheint sinnvoller gleich Modelle zu betrachten die nicht mit
Rankings sondern nur mit paarweisen Vergleichen arbeiten.

§7.3 Inversions-Modell

Im Inversionsmodell muss ein wenig anders vorgegangen werden, denn hier muss ein
Extremum unter einer Nebenbedingung bestimmt werden: Die Summe der Einzelwahr-
scheinlichkeiten muss 1 sein. Wie auch schon beim Plackett-Luce-Modell werden im Vor-
hinein einige Parameter 1 gesetzt, so dass bei der Berechnung genau eine Losung her-
auskommen muss, wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung eindeutig ist. Dies vereinfacht
die Berechnung der Grébnerbasis wesentlich. Wie im Abschnitt 4.3 gezeigt, kann ohne
Einschrénkung angenommen werden, dass v;; = 1 gilt fiir (4, j) # (1,2). Zu maximieren
ist noch stets die Likelihood-Funktion L((u;;,v;;)), nun unter der Nebenbedingung

N((“’U’ Uij)) = Z (P(Uij,’l)ij)(’n—)) —-1=0.

WESn

Da N in jeder Variablen den Grad 1 hat, kann man die Nebenbedingung nach vy auflésen
und erhélt nach Einsetzen in L eine neue Funktion L*, die ohne Nebenbedingungen auf
Nullstellen untersucht werden kann und nur noch von den Variablen w;; abhangt. L* ist
eine rationale Funktion, doch da fiir die Nullstellen nur die Zahler relevant sind, kann
hier wieder mit Grobnerbasen gearbeitet werden.

Beispiel 7.2 Sei n = 3 und sei a = (1,3,0,2,1,0) ein Vektor von statistischen Daten.
Die Likelihood-Funktion L ist

5 4 3. 4. 2 3
L(ugj,vij) = u12°u13" ugz vesg vi2~v13
Einsetzen von v13 = v93 = 1 und Auflésen der Nebenbedingung
U12 U13 U23 + U12 U13 V23 + V12 U13 U23 + V12 V13 U3 + U2 V13 V23 + V12 V13 V23 — 1 =0

nach v1o liefert
w12 (1 4 w13 + w13ugs)

1+ uo3 + u13uss

V12 = —
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und somit © 4 s )
ufpUizss (14 u13 + u13ugs)

(14 ug3 + ur3u23)”

L*(u12, ui3, ugg) =

Es kann nun die Funktion L* maximiert werden tiber R‘}r, wobei das Ideal der Nenner der
3 partiellen Ableitungen von L* betrachtet wird. Die sonstige Vorgehensweise ist wie im
Plackett-Luce-Modell: Berechnen der Grobnerbasis mit lexikographischer Termordnung,
Faktorisieren der Polynome und Suche nach Faktoren die mit giiltigen Parametern 0
werden kénnen:

Die Grobnerbasis mit lexikographischer Termordnung beziiglich w19 > w13 > uog ent-
hélt als erstes Polynom

ulouisuds (uns — 1) (3ugs 4 4) (dugz + 3) (ur2ui3uos + uipurz 4 urs — 1).

Hier tauchen zwei relevante Faktoren auf: Ist der letzte Faktor, (uijouisuss + uiouis +
uig — 1), 0, so gilt selbiges fiir die Variable vj2, denn dieser Faktor ist genau der Zahler
von v12. Es muss demzufolge, durch den einzig gebliebenen relevanten Faktor (ug3 — 1),
ug3 = 1 gelten. Eingesetzt in die Polynome der Grobnerbasis lésst dies die ersten beiden
Polynome verschwinden. Das dritte Polynom ist nun in faktorisierter Form:

16u‘i‘2ui"3(3u13 =+ 4)(U13 — 1)(2’LL12U13 -1+ ulg)

weshalb entweder u13 = 1 oder w13 = —%“57; gelten muss. Letzteres liefert v15 = 0, eine

ungiiltige Losung. Ersteres eingesetzt in die verbleibenden Polynome liefert eine Reihe
von Polynomen in ujz, deren grofter gemeinsamer Teiler (2ufy(21uig — 5)(3uig — 1)) ist.
Ist w0 = %, S0 ist v19 = 0, flir w1y = % ergibt sich allerdings eine eindeutige giiltige
Losung, namlich (u12, w13, u23, v12,v13, v23) = (2—51, 1,1, %, 1,1). Bei dieser Stelle handelt
es sich tatsédchlich um ein Maximum, da alle Eigenwerte der Hesse-Matrix von L* an

dieser Stelle negativ sind. O

Versucht man strukturelle Eigenheiten zu untersuchen wie beim Plackett-Luce-Modell,
so fallt zunédchst auf, dass die Wahl der Labels einen Einfluss auf den Rechenaufwand hat.
Dies liegt an der Parametrisierung durch Auflésen der Nebenbedingung. Die Likelihood-
Funktion enthélt per Definition nur Potenzen der w;; sowie eine Potenz von vi2. Da v12
nach Auflésen der Nebenbedingung eine rationale Funktion in den Variablen w;; ist, ist
auch L* eine rationale Funktion in den Variablen w;; und ein Monom, wenn v12 in der
Likelihood-Funktion die Potenz 0 hat. Alle partiellen Ableitungen von Monomen sind
skalare Vielfache von Monomen, welche nur 0 werden wenn eine der Variablen 0 ist.
Das heifst, wenn vqs in L nicht auftaucht, so existiert sicher kein Maximum Likelihood
Schétzer. Und v1o taucht genau dann auf, wenn im Sample eine Permutation existiert,
in der (1,2) eine Inversion ist. Doch die Wahl von (i, j) = (1,2) ist willkiirlich, das heifst
mit der Mdoglichkeit der Umparametrisierung erhélt man das folgende Ergebnis:

Satz 7.3 Sei ein statistisches Sample in Ng! gegeben und seien 1 < i < j < n € so,
dass entweder alle auftauchenden Permutationen i und j invertieren oder so dass alle
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§7 Ergebnisse

auftauchenden Permutationen i und j nicht invertieren. Dann existiert kein Mazximum
Likelihood Schidtzer.

Beweis. Betrachte zur Erinnerung die Formel fiir die Wahrscheinlichkeit einer Permu-
tation aus Definition 4.10

P(U«ij,’l}ij)(ﬂ-) = H Usgj - H Vij- (7.1)
i<y i<j
T i) <m 1 (j) =t (@)>m ()

Nach einer Umbenennung der Objekte gilt (7, 7) = (1,2). Dies geht ohne Einschrénkung,
da das Inversions-Modell label-invariant ist, siche Lemma 4.13. Es gelte zunéchst fiir alle
Permutationen 7 die im Sample auftauchen, dass 7 die Zahlen 1 und 2 nicht invertiert,
das heift 771(1) < 771(2). Dann ist die Potenz von v1s in der zugehérigen Likelihood-
Funktion L schon 0, da fiir jede auftauchende Permutation in (7.1) u12 in das Produkt ge-
nommen wird und nicht v12. Die Nebenbedingung N ((uij, vij)) = D _rcg, Plug; ;) (7) —1
ist ein Polynom die in jeder Variable den Grad 1 hat. Daher kann vyo als rationale Funk-
tion in den anderen Variablen ausgedriickt werden und die Bestimmung der Maximum
Likelihood Schétzer ist dann die Bestimmung der Maxima der Funktion L*, in der v
durch diesen rationalen Ausdruck ersetzt wurde. Da aber in L die Variable v1o nicht
auftaucht, taucht dieser rationale Ausdruck in L* nicht auf, das heiftt L* ist ein Monom.
Somit sind alle partiellen Ableitungen von L* skalare Vielfache von Monomen, welche
keine Nullstellen in Ri(n_l)_l haben. Der Fall in dem alle im Sample auftauchenden
Permutationen die Zahlen 1 und 2 invertieren verlauft vollig analog. Man 16se hier statt-

dessen die Nebenbedingung nach ;o auf und erhédlt das Ergebnis auf die selbe Weise.
O

Auch dieses Ergebnis ldsst sich intuitiv erkldren: wie bereits im Abschnitt 4.3 angedeu-
tet, konnen die Werte u;; als Wette fiir ,;s wird besser platziert als j* interpretiert werden,
die Werte v;; als Wette fiir ,,j wird besser platziert als i“. Wird aber i nie besser als j
platziert, so wiirde man hier eher gar nichts wetten, das heifst u;; = 0 setzten wollen,
doch der Wert 0 ist nicht zuléssig. Stattdessen wéahlt man das Verhéltnis w;;/v;; sehr
klein, und je kleiner das Verhaltnis, desto wahrscheinlicher wird das beobachtete Sample.
Hier kann auf natiirliche Weise kein Maximum existieren.

Ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines Maximums ist mit Satz 7.3 gegeben.
Ist es auch hinreichend? Das folgende kanonische Beispiel kann dies zumindest nicht
widerlegen:

Beispiel 7.4 Sei n = 3 und Sei (1,0,0,0,0,1) € N§ das gegebene Sample, das heift
die Permutationen m; = 123 und mg = 321 tauchen jeweils genau ein mal auf. Fiir
dieses Sample gilt, das jedes Paar genau einmal invertiert vorkommt (in 7g), und einmal
nicht invertiert (in 1), das heifit die Bedingung von Satz 7.3 gilt nicht. Wie zuvor kann
v13 = w93 = 1 angenommen werden und w12 nach Auflésen der Nebenbedingung wie
in Beispiel 7.2 als rationale Funktion der Variablen u;; dargestellt werden. Das erste
Polynom in der Grobnerbasis des Ideals der Zéhler der 3 partiellen Ableitungen von
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L* ist uzg ugs (ugg — 1) (ugs + 1), also muss ugg = 1 gelten. Das zweite Polynom in der
Grobnerbasis ist uyg ugg (uzg — 1) (1 + uyg), also gilt u1g3 = 1. Dies substituiert im dritten
Polynom der Grébnerbasis liefert das Polynom 6 uz2 — 1, daher gilt uis = %, womit alle
Elemente der Grobnerbasis 0 werden und vy = % gilt. Diese Stelle ist tatséchlich ein
Maximum, da alle Eigenwerte der Hesse-Matrix negativ sind, wie die numerische Priifung
zeigt. %

Um weitere Félle zu untersuchen um gegebenenfalls ein Gegenbeispiel zu finden fiir
die Vermutung, dass das Kriterium aus Satz 7.3 hinreichend ist, habe ich auch hier
einige Funktionen zur automatischen Bearbeitung der Einzelfdlle geschrieben, die auf-
grund der Struktur des Modells ein wenig anders aussehen als beim Plackett-Luce- und
Bradley-Terry-Mallows-Modell. Zunéchst habe ich die Funktion test_criterion_inv
geschrieben, welche als Argument die Problemgrofie n und einen Samplevektor entgegen
nimmt und priift, ob die notwendige Bedingung aus Satz 7.3 erfiillt ist. Riickgabewert ist
true, falls das Sample die Bedingung erfiillt und false sonst. Die Funktion gls_inv ist
eine Hilfe um das zu losende Gleichungssystem zu erstellen. Diese Funktion {ibernimmt
den etwas umstédndlichen Teil der Umparametrisierung der Nebenbedingung und Sub-
stitutionen der entsprechenden v;; mit 1. Der Riickgabewert ist eine Liste, die in dieser
Reihenfolge die partiellen Ableitungen von L* in den Richtungen wu;;, L* selbst, den durch
u;j parametrisierten Wert von vi2 sowie eine Liste der Parameter u;; enthalt.

Die Funktion solve_case_inv fasst diese Hilfsfunktionen zusammen. Die Argumente
dieser Funktion sind Problemgréfe und ein Samplevektor. Hier wird erst die notwendige
Bedingung gepriift und bei positivem Ergebnis mit Hilfe der Funktion get_solutions
versucht, das Gleichungssystem zu l6sen.

Das notwendige Kriterium fiir die Existenz von Maximum Likelihood Schétzern im
Inversions-Modell ist insofern interessant, als das nur eines der beim Plackett-Luce-
Modell betrachteten Fille iiberhaupt die notwendige Bedingung erfiillt, ndmlich das aus
dem obigen Beispiel. Denn tauchen genau zwei Permutationen im Sample auf, so ist oh-
ne Einschriankung nach Umbenennung der Objekte eine davon m = 1---n, welche genau
alle Paare (7,7) mit ¢ < j nicht invertiert. In der Gesamtheit der anderen auftretenden
Permutationen muss also jedes Paar (i,7) mit ¢ < j mindestens einmal invertiert wer-
den, doch es gibt im Sample nur eine einzige andere Permutation, welche demzufolge
v =mn---1 sein muss. Die Betrachtung der Félle analog zum Plackett-Luce-Modell kann
also keine wesentlichen Erkenntnisse {iber die Existenz von Maximum Likelihood Schét-
zer hervorbringen, da die notwendigen Bedingungen nur in einem der n! — 1 Falle erfiillt
wird.

Daher habe ich im Folgenden, anders als bei den anderen beiden Modellen, Falle von
statistischen Daten betrachtet, in denen drei Permutationen je genau ein mal auftauchen.
Wieder kann man die Benennung der Objekte so wéihlen, dass die identische Permutation
1---n immer auftaucht. Dann bleiben 10 solcher Fille fiir n = 3, wovon 3 das notwen-
dige Kriterium nicht erfiillen. In einem ersten Versuch dauerten zwei davon besonders
lange (mehr als 24 Stunden), weshalb ich noch eine kleine Verbesserung in die Funktion
get_solutions eingebaut habe: Diese Funktion nimmt als sechstes Argument v entge-
gen, dass hier die Substitution sein soll, die zur Auflésung der Nebenbedingung in der
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Permutationen im Sample Losungen in der Form (w2, uis, u2s, vi2, v13, v23)

123, 132, 213 notw. Bedingung nicht erfiillt

123, 132, 231 (3—v/3,9,9+9v3,3(3+2v3) " ,9,9)

123, 132, 312 notw. Bedingung nicht erfiillt

123, 132, 321 (6 —2v/3,18 4+ 18v/3, -9+ 9v/3,12 (3 + \/5)‘1 ,18,18)
123, 213, 231 notw. Bedingung nicht erfiillt

123, 213, 312 (3—v/3,9,9+9v3,3(3+2v3) " ,9,9)

123, 213, 321 (—3+2/3,9+9v3,9,6 (3+3) " ,9,9)

123, 231, 312 notw. Bedingung erfiillt, aber keine Lésungen

123, 231, 321 (6 —2v/3,—9+9v/3,18 + 18v/3,12 (3 + v/3) ', 18,18)
123, 312, 321 (4V/3, -9+ 9v/3,18,12 (3 + v/3) ', 18,18)

Tabelle 7.4: Losungen im Inversions-Modell mit n = 3 fiir den Fall des Auftretens von

genau 3 Permutationen jeweils 1 mal.

Funktion L eingesetzt wurde, in den bisherigen Beispielen war das der in den Variablen
u;; ausgedriickte Wert von v12. Bevor ein rekursiver Schritt ausgefiihrt wird, wird nun
die aktuelle Losung in diesem Ausdruck substituiert. Wird dieser dadurch 0, so wére
diese Losung in jedem Fall ungiltig und kann daher verworfen werden. Dies passiert in

Beispiel 7.2 bei der Teillosung uog = 1, w13 = —%“figl

Diese Spezialisierung spart die Rechenarbeit bei irrelevanten Féllen, die hier tatséchlich
Ursache fiir lange Rechenzeit waren: Jetzt kénnen fiir n = 3 alle Félle innerhalb weniger
Sekunden ausgerechnet werden. Die Losungen dieser Félle sind in Tabelle 7.4 angegeben.

Fiir n = 4 muss allerdings in allen 179 Féllen, in denen das notwendige Kriterium erfiillt
ist, numerisch gerechnet werden und keine einzige Losung kann bestimmt werden. Nach
einer Rechnung, die am Rechner sakania am Fachbereich 12 der Philipps-Universitat
Marburg etwa 50 Minuten dauerte, blieben 64 Teillosungen ungelost. Wenn die Koeffi-
zienten nach der numerischen Lsung in rationale Ausdriicke umgewandelt werden, wie
schon beim Bradley-Terry-Mallows-Modell versucht, dauert die Rechnung wieder sehr
lange: Auf dem Rechner sakania waren nach iiber 72 Stunden Rechenzeit noch nicht
alle Falle bearbeitet, konkret belief sich der wesentliche Teil dieser Rechenzeit auf die
Bearbeitung des Falles mit dem Sample {1234, 2143, 4321}.
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Entfernt man die 4 der 179 Fille, die verantwortlich sind fiir die lange Rechenzeit”,
koénnen alle anderen Félle in jeweils weniger als 5 Minuten gelost werden, wenn auch in
allen Fallen noch stets mit Approximationen gerechnet wird. Nach einer gesamten Re-
chenzeit von etwa 35 Minuten am selben Rechner waren alle anderen 175 Félle vollstandig
durchgerechnet und es wurden in keinem einzigen Fall eine Losung gefunden. Wie bereits
beim Bradley-Terry-Mallows-Modell festgestellt und in der Diskussion der Rechenfehler
in Abschnitt 6.3 bemerkt, kann diesen Losungen aber nicht getraut werden.

Ferner ist es so, dass der Anteil der Félle in denen bei genau drei Permutationen das
notwendige Kriterium iiberhaupt erfiillt ist, mit steigendem n sinkt. Fiir n = 3 sind es
7 von 10 Féllen, fiir n = 4 sind es 179 von 253 Féllen, fir n = 5 aber nur noch 948
von 6073%. Man miisste also fiir die weitergehende Untersuchungen nicht nur ein Maf
der Diversitat in einem statistischen Sample definieren (wie bereits im Abschnitt 7.1
im Zusammenhang mit dem Plackett-Luce-Modell angedeutet), sondern auch eine we-
sentlich grofsere Klasse von moglichen statistischen Daten, in denen auch mehr als drei
Permutationen vorkommen, untersuchen. Dabei ist unklar, ob diese bei den dann auf-
tretenden, wesentlich groferen Fallzahlen iiberhaupt sinnvoll, das heifst in angemessener
Zeit, vollstandig behandelt werden konnen. Dies wiirde den Rahmen der Masterarbeit
leider sprengen, weshalb diese Verallgemeinerung hier nicht weiter diskutiert wird.

Denkt man aber an reale Situationen, in denen n > 10 Objekte in einem Ranking
geordnet werden, so wird der Fall, das ein bestimmtes Paar nie (oder immer) invertiert
vorkommt, recht hdufig eintreten. Oftmals gibt es in konkreten Anwendungsféllen klare
Favoriten und klare Aufsenseiter, in dessen Rangfolge sich dann mit grofer Wahrschein-
lichkeit alle Rankings im Sample einig sind. Passiert dies auch nur in einem einzigen
Fall, so ist das notwendige Kriterium aus Satz 7.3 schon nicht mehr erfiillt. Es stellt sich
somit die Frage, inwiefern die Maximum Likelihood Schétzung in diesem Modell auf reale
Situationen anwendbar ist, wenn nicht gerade besonders grofse Diversitdat im Sample zu
erwarten ist.

§8 Diskussion

Die im vorangegangen Abschnitt prasentierten Untersuchungen bestimmter Spezialfille
sind nur ein Anfang und von sehr theoretischer Natur. In Anwendungsfillen wird in der
Regel eine wesentlich grofsere Anzahl von Permutationen im Sample vorhanden sein und
auch die Anzahl zu ordnender Elemente grofser sein. Dennoch ist fest zu stellen, dass

"Die 4 Samples {1234, 2143,4321}, {1234, 2314, 4321}, {1234, 2413, 4321} und {1234, 2431,4321} waren
jene, die bei der Bestimmung der Losung nach Berechnung der Groébnerbasis fiir Rechenzeiten von
mehr als 15 Minuten sorgten und wurden daher zugunsten der anderen Lésungen iibersprungen. Auf-
grund der Rechenfehler, die in allen Losungen gemacht werden konnen die Lésungen dieser wenigen
Einzelfille ohnehin vernachléssigt werden. Dieses {iberspringen léasst sich reproduzieren, wenn man
in der Datei inversions in der Prozedur testrun_inv nach Zeile 13 (siehe Seite 71) eine weitere
if-Verzweigung einbaut, etwa von der Form if n=4 and ((i=8 and j=24) or (i=9 and j=24) or
(i=11 and j=24) or (i=12 and j=24)). Diese Indizes sind genau die der benannten Samples.

8Die identische Permutation tritt nach Umbenennung der Objekte immer auf, es verbleiben ("'; 1)
Moglichkeiten, die beiden anderen auftretenden Permutationen zu wahlen
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selbst die betrachteten ausserordentlich kleinen Spezialfille schon schwer zu l6sen sind,
und es ist nicht zu erwarten dass diese nur mit den vorgestellten Methoden iiberhaupt
gelost werden konnen. Es wére daher interessant zu untersuchen, inwiefern spezielle-
re Verfahren mit den besonderen Strukturen der Probleme effizienter umgehen kénnen
— beispielsweise kdnnte man ausnutzen, dass an vielen Stellen nicht beliebige, sondern
homogene Polynome auftauchen und so spezielle Auswahlstrategien fiir den Buchberger-
Algorithmus verwenden [GMNT91].

Ein schones Ergebnis ist, dass die intuitive Idee, dass die Diversitéit unter den betrach-
teten Permutationen grof genug sein muss um zu Maximum Likelihood Schétzern zu
kommen, im Plackett-Luce-Modell experimentell bestétigt wird und im Inversionsmodell
durch das notwendige Kriterium in Satz 7.3 bewiesen werden kann.

In allen betrachteten Fillen waren die Maxima, falls existent, eindeutig, daher drédngt
sich die Frage auf, ob dies im Allgemeinen auch so ist. Es ist allerdings gut moglich, dass
die betrachteten Félle schlicht zu klein waren um mehrfache Maxima hervorzubringen
und dass bei systematischer Konstruktion fiir groffere n und groftere Samples mehrdeutige
Fille gefunden werden kénnen — wenn es gelingt sie zu I6sen.

Zusammenfassend bleibt zu sagen, dass die Bestimmung von Maximum Likelihood
Schétzern ein schwieriges Problem bleibt, bei dem die hier praktizierte naive Herange-
hensweise an die Losung der Gleichungssysteme vielleicht zu wenig filigran ist. Ausfiithr-
lichere Untersuchungen, die etwa die auftauchenden Ideale mit Methoden der kommuta-
tiven Algebra genauer untersuchen um ihre Struktur zur Lésung der Probleme auszunut-
zen, wiirden moglicherweise weitere Ergebnisse liefern, konnen jedoch im Rahmen dieser
Masterarbeit nicht weiter verfolgt werden.
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Quellcode der Maple Funktionen

Im Folgenden sind die Funktionen die zum Zweck der Untersuchung der Modelle in Kapi-
tel IIT geschrieben wurden aufgelistet und dokumentiert. Die Funktionsweise der einzelnen
Prozeduren ist hier in Kommentaren knapp beschrieben, fiir ausfiihrlichere Information
siehe die jeweiligen Abschnitte der Modelle in Kapitel III. Die Kenntnis grundlegender
Funktionalitdten von Maple wird dabei vorausgesetzt, diese kénnen in der Dokumenta-
tion von Maple [MGH™'05] oder in einem entsprechenden Buch zur Einfiihrung in die
Arbeit mit Maple wie beispielsweise [Hec03| nachgelesen werden

Die Funktionen sind in mehreren ,Paketen“® organisiert, die in Maple mit dem Be-
fehl read <Dateiname> eingelesen werden kénnen um die Funktionen zur Verfiigung zu
stellen. Fiir jedes der drei Module wird das Paket algstat und die durch init gela-
denen Pakete bendtigt. Falls nicht aus besonderen Griinden beabsichtigt, sollten also
stets alle Pakete mit Hilfe von init geladen werden. Die Dateien sind an den Rechnern
des Fachbereichs 12 der Universitdt Marburg verfligbar und liegen dort im Verzeichnis
/app/home/debeerst/maple/. Ferner kénnen sie auch von meiner Homepage am Fach-
bereich 12 heruntergeladen werden'®, wobei dann jedoch die Verzeichnisse in den Dateien
init und algstat angepasst werden miissen.

Das Verzeichnis enthélt 6 Pakete: init ist die Initialisierungsdatei, die die anderen
Dateien ladt, permutations enthélt die Funktionen zur Manipulation von Permutatio-
nen in Wortschreibweise (oder genauer: Listenschreibweise), algstat enthilt die Modell-
iibergreifende Funktion get_solutions und die Dateien plackett, btm und inversions
enthalten jeweils die Funktionen zu den Modellen Plackett-Luce, Bradley-Terry-Mallows
sowie dem Inversionsmodell.

A Modelliibergreifende Funktionen

Die Datei init sorgt fiir das initiale Laden der bendttigten Pakete, definiert Abkiirzungen
und 1adt die eigentlichen Funktionen. Liegen die Dateien in einem anderen Verzeichnis
als /app/home/debeerst/maple, so muss dies in den Zeilen 3 bis 8 angepasst werden.

Paket init

1 # Dateipfade abspeichern damit man bei Aenderungen leicht re-initialisieren
kann ohne bisherige Ergebnisse verwerfen zu muessen

9Diese Pakete sind eigentlich sind es nur einfache Textdateien, die die Funktionsdefinitionen enthalten.
Es sind keine Pakete im Sinne der Pakete in Maple, daher ist der Begriff hier in Anfiihrungszei-
chen gesetzt. Im Folgenden ist weiterhin von Paketen die Rede, dabei immer in dem hier gemeinten
einfachen Sinne von Dateien die eine Sammlung von Funktionen enthalten.

POhttp: //www.mathematik.uni-marburg.de/ debeerst/masterarbeit
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2 init := "/app/home/debeerst/maple/init":

3 permutations := "/app/home/debeerst/maple/permutations":
4 algstat := "/app/home/debeerst/maple/algstat":

5 plackett := "/app/home/debeerst/maple/plackett":
6 btm := "/app/home/debeerst/maple/btm":

7 inversions := "/app/home/debeerst/maple/inversions":
8

9 # Noetige Pakete laden

o with(combinat) :

11 with(Groebner) :

12

13 # Abkuerzungen definieren

14 grad := VectorCalculus[Gradient]:

15 hess := VectorCalculus[Hessian]:

16 PolyId := PolynomialIdeals[Polynomialldeal]:

17

18 # Funktionen laden

19 read permutations:

20 read algstat:

21 read plackett:

22 read btm:

23 read inversions:

1

Die Datei permutations enthélt alle nétigen Funktionen zur Manipulation von Per-
mutationen: Eine Abkiirzung fiir die Generierung der symmetrischen Gruppe (Zeile 2),
eine Funktion zur Berechnung der Inversionen einer Permutation (Zeile 8), Produkt (Zei-
le 28) und Inverse (Zeile 39) von Permutationen sowie Kendalls 7-Metrik (Zeile 71) und

Cayley-Metrik (Zeile 50).

Paket permutations

1 # Kurzschreibweise fuer die Permutationsgruppe
2 S := permute;
3

4 # Berechnet die Inversionen und die Nicht-Inversionen der Permutation a
5 # Ein Tupel (i,j) mit i<j ist eine Inversion falls a~(-1) (i) > a~(-1)(j) und

eine Nicht-Inversion sonst
6 # Output:

7# - Liste von zwei Mengen. Die erste Menge enhaelt alle Tupel (i,j) die

Inversionen sind, die zweite Menge enthaelt alle anderen Tupel.

s get_inversions := proc(a)

9 local b,i,j,invset:={},noninvset:={};
10 b := inverse(a);

11 for i from 1 to nops(a) do:

12 for j from i+l to nops(a) do:

13 if b[i] > b[j] then

14 invset := invset union {[i,jl};

15 else

16 noninvset := noninvset union {[i,jl};
17 fi;
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18
19
20
21
22

23 # Funktion zur Berechnung des Produkts von Permuatationen.

24
25
26

27 # - Permuatation a*b, wobei von Hintereinanderausfuerung von rechts

28
29
30
31
32
33
34
35

46
47
48

<
(=2}

57

od;
od;
return [invset,noninvset];
end proc;

# Input:
# - Permutationen a und b
# Output

ausgegangen wird, d.h. (a*b) (i) = a(b(i)).
pp := proc(a,b)
local n,c,i;
n := nops(a);
c := [0$n];
for i from 1 to n do:
cli] := a[b[il];
od;
return c;
end proc;

# Funktion zur Berechnung der Inversen einer Permutation
inverse := proc(a)

local b,n,i;

n := nops(a);

b := [0%n];

for i from 1 to n do:

blalil]l := i;

od;

return b;
end proc;

# Funktion zur Berechnung des Cayley-Abstandes zweier Permutationen. Es wird

verwendet das Cayley(a,b)= Cayley(axb~(-1),id) gilt.
cayley := proc(a,b)
local c,n,i,j,k;

c := pp(a,inverse(b));
n := nops(c);
k := 0;

for i from 1 to n do:
if(c[i] <> i) then:
k = kt1;
# search for i in c and transpose
for j from i+l to n do: # indexes < i are sorted
if(c[j] = i) then:

cljl:=clil;
clil:=i;
fi;

od;
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65 fi;

66 od;

67 return k;
68 end proc;

70 # Funktion zur Berechnung von Kendalls tau-Abstand zweier Permutationen. Es
wid die Formel von Critchlow, Flinger und Verducci verwendet (siehe
Kapitel II, Abschnitt 3.3)

71 kendall := proc(a,b)

72 local mn,i,j,k,a2,b2;

73 n := nops(a);

74 k := 0;

75 a2 := inverse(a);

76 b2 := inverse(b);

77 for i from 1 to n do:

78 for j from i+l to n do:
79 if ((a2[i]-a2[§1)*(b2[i]1-b2[j1) < 0) then:
80 k := kt+1;

81 fi;

82 od;

83 od;

84 return k;
85 end proc;

Die Datei algstat enthélt nur die Funktion get_solutions. Eine ausfiihrliche Be-
schreibung ihrer Funktionsweise kann gefunden werden in Abschnitt 6. Da die 173 Zeilen
lange Funktion etwas uniibersichtlich ist, wird hier noch ein grober Uberblick gegeben:
Nach einfiihrenden Kommentaren und Definitionen der lokalen und globalen Variablen
(Zeilen 1-16), wird die zu losende Variable festgelegt und das erste Nicht-0-Polynom in
der Liste Id bestimmt (Zeilen 21-30). Dann teilt sich die Funktion in zwei groke Ab-
schnitte. Der erste Teil (Zeilen 31-77) widmet sich dem Spezialfall, dass nur noch eine zu
l6sende Variable iibrig ist. Hier wird erst der grofste gemeinsame Teiler der verbleibenden
Polynome bestimmt bevor nachfolgend die Nullstellen bestimmt werden. Im zweiten Teil
(Zeilen 78-171) wird der allgemeine Fall behandelt in dem mehr als eine Variable auf-
tauchen kénnen. Hier werden die Fallunterscheidungen gemacht wie sie in Abschnitt 6.2
beschrieben werden, wenn moglich werden Nullstellen bestimmt und rekursiv die néchs-
ten Teillosungen ausgerechnet (Zeile 161), welche mit der bisherigen Teillésung verkniipft
und zuriick gegeben werden.

Paket algstat

1 # Funktion zur Berechnung von Loesungen eines polynomialen Gleichungssystems

2 # Input:

3# Id - Liste von Polynomen die Groebnerbasis mit lex-Ordnung sind,
faktorisiert und aufteigend nach Leitmonom sortiert (siehe Abschnitt 6)

4 # varnr - Index der Variable die in diesem Schritt geloest werden soll

5 # vars - Liste von Variablen die ueberhaupt geloest werden sollen

6 # sup_sols - Liste der bisher eingesetzen Teilloesungen
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7 # make_coeffs_rational - TRUE oder FALSE je nachdem ob numerisch bestimmmte
Werte rationalisiert werden sollen. Achtung: Hierbei koennen Fehler
entstehen, siehe Abschnitt 6.3

s # v - Substituierte Variable des Inversionsmodells (siehe Abschnitt 7.3)

9 # Output:

10 # Liste aller Teilloesungen die berechnet werden konnten

11 # Bemerkungen:

12 # - Falls Loesungen nicht bestimmt werden koennen weil die von zu hohem Grad
sind und mehrere Variablen enthalten wird ein Fehler ausgegeben und die
Aktuelle Teilloesung sowie der nicht loesbare Faktor in der Datei "lsg<
filecounter>" abgespeichert. filecounter ist eine globale Variable die
initial 1 gesetzt wird und dann hochzaehlt.

13 # - Falls Approximationen verwendet werden wird eine Warnung ausgegeben.

14 get_solutions := proc(Id,varnr,vars,sup_sols:=[] ,make_coeffs_rational:=false,
v:=1)

15 local var,p,k:=1,i,fac,facs,fac_deg,nst,nstwert,nsten:=[],alle_nsten,Id2,

sub_sol,sub_sols,sols:=[],sId,svars,svarnr,ssup_sols,v2,warnung:=false;

16 global filecounter;

17 # wenn filecounter noch nicht gesetzt ist (also im initialen Aufruf), dann

1 setzen.
18 if filecounter = ’filecounter’ then
19 filecounter := 1;
20 fi;
21 # Zu loesende Variable bestimmen
22 var := vars[varnr];

23 # Erstes Nicht-0 Polynom suchen
24 p := Id[k];
25 while p=0 do

26 k := kt+1;

27 if (k<= nops(Id)) then
28 p := Id[k];

29 fi;

30 od;

31 # Wenn die letzte Variable des Systems geloest wird, muss anders gerechnet
werden, da jetzt alle verbleibenden Polynome einbezogen werden muessen
32 if varnr = 1 then

33 # Dazu: Finde Menge der gemeinsamen Faktoren, d.h. den groessten
gemeinsamen Teiler

34 while (k<nops(Id)) do

35 k := k+1;

36 p := gcd(p,Idl[k]);

37 od;

38 # jetzt die Nst. bestimmen.

39 # falls ein Produkt, dann Faktoren einzeln betrachten

40 if type(p,’‘*¢’) then

a1 facs := op(p);

42 else

43 facs := [p];

44 fi;
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45 # Fuer jeden Faktor..

46 for fac in facs do

47 # von mehrfachen Faktoren Exponent entfernen

48 if type(fac,’‘*x¢’) then

49 fac := op(1,fac);

50 fi;

51 # den Grad bestimmen

52 fac_deg := degree(fac);

53 if fac_deg = FAIL then fac_deg:=5 fi;

54 # Bei kleinem Grad exakt rechnen

55 if (fac_deg<4) then

56 alle_nsten := [solve(fac,var)];

57 else # sonst numerisch

58 alle_nsten := [fsolve(fac,var)];

59 fi;

60 # Alle Nullstellen auf Gueltigkeit ueberpruefen und Liste der gueltigen
Nst. zurueck geben

61 for nst in alle_nsten do

62 # dies war letzte Variable, hier kann Gueltigkeit immer geprueft

werden
63 if evalf(nst) > O then
64 # Spezialfall Inversionsmodell: Subtituiere bisherige Loesung in v
, dies darf nicht O werden

65 v2 := subs(var=nst,v);

66 for i from 1 to nops(sup_sols) do

67 v2 := subs(vars[-i]l=sup_sols[-i],v2); # sup_sols enhaelt die

letzten paar Variablen, daher negative Indizes verwenden

68 od;

69 if (simplify(v2) <> 0) then:

70 # Nullstelle an Liste anfuegen

71 nsten := [op(nsten), [nst]];

72 fi;

73 fi;

74 od;

75 od;

76 # Fuer jeden Faktor sind alle gueltigen Loesungen bestimmt worden, diese

Liste zurueck geben

77 return nsten;

78 # Wenn varnr nicht 1 ist, koennen mehrere Variablen auftreten

79 else

80 # Falls ein Produkt, dann Faktoren einzeln betrachten

81 if type(p,’‘*¢’) then

82 facs := op(p);

83 else

84 facs := [p];

85 fi;

86 # Fuer jeden Faktor

87 for fac in facs do

88 # nur wenn gueltige Loesungen ueberhaupt moeglich sind
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89 if (StringTools[Search] ("-",convert(fac,string))<>0) then
90 # falls mehrfacher Faktor, Exponent entfernen
91 if type(fac,’‘**¢’) then
92 fac := op(1,fac);
93 fi;
94 # wenn der Grad klein ist, exakt loesen, sonst numerisch
95 fac_deg := degree(fac,var);
96 # Gradbestimmung kann fehlschlagen, z.b. wenn Wurzel enthalten, dann
kann aber auch nicht exakt geloest werden
97 if fac_deg = FAIL then fac_deg:=5; fi;
98 if fac_deg < 4 then
99 alle_nsten := [solve(fac,var)];
100 else
101 # numerisch loesen geht nur wenn keine anderen variablen drin sind
102 if nops(indets(fac,atomic) intersect convert(vars[l..varnr],set))=1
then
103 alle_nsten := [fsolve(fac,var)];
104 # wenn noch keine Warnung ausgegeben wurde, muss das jetzt
gemacht werden
105 if not warnung then
106 print ("Warnung: Numerische Loesungen verwendet. Moeglicherweise
sind Loesungen verloren gegangen.");
107 warnung := true; # die Warnung muss nur ein mal ausgegeben
werden
108 fi;
109 # grad > 4 und mehrere variablen kann nicht geloest werden
110 else
111 # also die halbe Loesung abspeichern und Fehler ausgeben
112 # Funktionsparameter koennen nicht gespeichert werden, also erst
Kopien anfertigen, dann speichern
113 sId := Id; svars := vars; svarnr:=varnr; ssup_sols:=sup_sols;
114 save(sId,svars,svarnr,ssup_sols,cat("lsg",filecounter));
115 print(cat ("Faktor nicht loesbar: ",convert(fac,string)));
116 print(cat("Teilloesung abgespeichert in: 1lsg",filecounter));
117 filecounter := filecounter + 1;
118 alle_nsten := [];
119 fi;
120 # Wenn Maple fsolve(ausdruck) nicht loesen kann, dann kommt ’fsolve
(ausdruck)’ zurueck
121 # Dieser fall muss noch einzeln abgefangen werden:
122 if StringTools[Search] ("fsolve(",convert(alle_nsten,string)) <> 0
then
123 sId := Id; svars := vars; svarnr:=varnr; ssup_sols:=sup_sols;
124 save(sId,svars,svarnr,ssup_sols,cat("lsg",filecounter));
125 print (cat ("Numerische Loesung ist fehlgeschlagen fuer Faktor: ",
convert (fac,string)));
126 print(cat("Teilloesung abgespeichert in: 1lsg",filecounter));
127 filecounter := filecounter + 1;
128 alle_nsten := [];
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129

131

132
133
134

140
141
142
143
144
145
146

162
163
164
165
166

64

fi;

fi;
# Nullstellen wurden (falls moeglich) bestimmt, also nun die

gueltigen (= postiven) Nullstellen herausfiltern

nsten := [];
for nst in alle_nsten do

# In der Loesung koennen auch andere variablen enhalten sein aus
der exakten Loesung. Nur wenn keine andere Variable enhalten
ist, kann Gueltigkeit geprueft werden.

if nops(indets(nst,atomic) intersect convert(vars[l..varnr-1],set))
=0 then

if evalf(nst) > O then
nsten := [op(nsten),nst];
fi;

# Ansonsten einfach hinzunehmen, da Gueltigkeitspruefung nicht
moeglich

else

nsten := [op(nsten),nst];
fi;

od;
# Fuer jede gueltige Nullstelle...
for nst in nsten do

# Im Spezialfall des Inversionsmodells muss v ueberprueft werden, d
.h. es muss kontrolliert werden ob v bei einsetzen der
aktuellen Teilloesung nicht schon 0 wird.

v2 := subs(var=nst,v);
for i from 1 to nops(sup_sols) do
v2 := subs(vars[-i]l=sup_sols[-i],v2); # sup_sols enthaelt die

letzten paar Variablen, darum negative Indizes verwenden
od;
# Nur wenn nicht O herauskommt ist eine gueltige Loesung moeglich.
if simplify(v2) <> O then
# Die Nullstelle in die anderen Polynome einsetzen
# Gegebenenfalls Koeffizienten kuenstlich ’exakt’ machen
if make_coeffs_rational then
Id2 := factor(convert(simplify(map (numer,subs(var=nst,subs(fac
=0,1Id)))) ,rational));
else
Id2 := factor(simplify(map(numer,subs(var=nst,subs(fac=0,Id))))
)s
fi;
# Nach dem Einsetzen rekursiven Aufruf starten
sub_sols := get_solutions(Id2,varnr-1,vars, [nst,op(sup_sols)],
make_coeffs_rational,v);
# Jede moegliche Erweiterung mit bisheriger Loesung verknuepfen
for sub_sol in sub_sols do
sols := [op(sols), [op(sub_sol) ,nstl];
od;
fi;
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167 od;

168 fi;

169 od;

170 # Fuer alle gueltigen Faktoren sind alle gueltigen Loesungen bestimmt,
also zurueckgeben

171 return sols;

172 fi;

173 end proc;

B Plackett-Luce

Fiir das Plackett-Luce-Modell existieren 5 Prozeduren: testrun_pl (Zeile 8) arbeitet
alle Félle von statistischen Daten ab, in denen genau zwei Permutationen genau ein-
mal auftauchen und versucht die Losungen zu bestimmen; test_first_polynomial_pl
(Zeile 37) betrachtet die selben Félle auf vereinfachte Weise indem nur das erste Po-
lynom ausgewertet wird und berechnet keine Losungen; MLfct_pl (Zeile 63) erstellt zu
gegebenen statistischen Datensatz die Likelihood-Funktion; prob_pl (Zeile 82) berechnet
die Wahrscheinlichkeit einer konkreten Permutation; var_params_pl (Zeile 101) erstellt
einen allgemeinen Parametervektor fiir das Modell.

Paket plackett

1 # Funktion zur automatischen Abarbeitung aller Faelle von statistischen Daten
in denen genau zwei Permutationen genau ein mal auftreten fuer die
Problemgroesse n
2 # Input:
3 # n - Problemgroesse
4 # Output:
5 # - Liste der n!-1 Loesungen
6 # Bemerkungen
7 # - Wie zur Funktion get_solutions beschrieben koennen nicht immer alle
Faelle geloest werden. In so einem Fall werden Fehlermeldungen ausgegeben
und Teilloesungen abgespeichert
s testrun_pl := proc(n)
9 local i,j,a,L,Id,Sn,allsols:=[],sols;
10 Sn := S(n);
11 for i from 2 to n! do

12 # Den aktuellen Fall ausgeben, damit man waehrend der Rechnung sehen kann
, wo es gerade moeglicherweise lange dauert

13 print(Sn[il);

14 # Stat. Datensatz erstellen

15 a := [1,0$i-2,1,08(n!'-i)];

16 # Likelihoodfunktion berechnen

17 L := MLfct_pl(n,a);

18 # setze vorab x1=1 damit die Rechnung moeglichst einfach ist

19 Id := factor(Basis(map(numer,convert (grad(subs(x1=1,L),[x|](2..n)]),1list)
),plex(x|1(2..0))));

20 # Loesungen bestimmen
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21 sols := get_solutions(Id,n-1,[x|[(2..n)]1);

22 # anschliessend x1=1 an die Ergebnisse anfuegen
23 for j from 1 to nops(sols) do

24 sols[j] := [1,op(sols[jl1)];

25 od;

26 # Loesungen zur Liste aller Loesungen hinzufuegen
27 allsols := [op(allsols),sols];

28 od;

29 return allsols;

30 end proc;

31

32 # Funktion zur oberflaechlichen Abarbeitung aller Faelle von statistischen
Daten in denen genau zwei Permutationen genau ein mal auftreten fuer die
Problemgroesse n. Hier wird nur die Groebnerbasis berechnet und
nachgeguckt ob das erste Polynom in der Groebnerbasis mit gueltigen
Parametern loesbar ist oder nicht. Es werden keine Loesungen berechnet

33 # Input:

34 # n - Problemgroesse

35 # Output:

36 # - Liste der Laenge n!-1, welche die Werte ’keine’ und ’moeglich’ enthaelt.
’keine’ bedeutet, das sicher keine gueltigen Loesungen existieren, ’
moeglich’ bedeutet, dass die Existenz von Loesungen nicht am ersten
Polynom der Groebnerbasis abgelesen werden kann.

37 test_first_polynomial_pl := proc(n)

38 local Sm,i,L,Id,p,sols:=[];

39 Smn := S(n);

40 for i from 2 to n! do

41 print(Sn[il);

42 L := MLfct_pl(n,[1,08$i-2,1,08(n!-1)]1);

43 # setze vorab x1=1 damit die Rechnung moeglichst einfach ist

44 Id := Basis(map(numer,convert(grad(subs(x1=1,L),[x|](2..n)]),1list)),plex(
x|1(2..n)));

45 # Faktorisiere nur erstes Polynom und schaue nach ob Loesung ueberhaupt
moeglich

46 p := factor(Id[1]);

a7 if StringTools[Search] ("-",convert(p,string)) <> O then

48 sols := [op(sols),’moeglich’];

49 else

50 sols := [op(sols),’keine’];

51 fi;

52 od;

53 sols;

54 end proc;

55

56 # Funktion zur Erstellung der Likelihood-Funktion bei gegebem Vektor
statistischer Daten

57 # Input:

58 # n - Problemgroesse
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50 # a - Statistischer Datenvektor der Laenge n!. a[i]l=k, bedeutet, dass die i-
te Permutation in S_n (Wortschreibweise, lexikographisch sortiert) genau
k mal aufgetreten ist.

60 # params - (optional) Vektor der Parameter. Default ist [x1,x2...,xzn].

61 # Output:

62 # L - Likelihoodfunktion. Dies ist eine rationale Funktion in uebergebenen
Parametern params

63 MLfct_pl := proc(n,a,params := var_params_pl(n))

64 local Sn,L,k,pi,fac,i,j;

65 if(nops(a) = n!) then

66 Sn := S(n);

67 # Likelihoodfunktion ist Produkt der Wahrscheinlichkeiten der
auftretenden Permutationen jeweils mit Vielfachheit (Exponent) ihres
Vorkommens

68 L := mul (mul (params[i]/add(params[Sn[k] [j1],j=1i..n),i=1..n)**a[k],k=1..n
1)g

69 return L;

70 else

71 print(cat("Fehler: Problemgroesse ist ",n,",aber Datenvektor der Laenge
",nops(a)," erhalten."));

72 return;

73 fi;

74 end proc;

75

76 # Funktion zur berechnung der Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Permutation

77 # Input:

78 # pi - Permutation, dessen Wahrscheinlichkeit berechnet werden soll.

79 # params - (optional) Liste von Parametern des Modells. Default ist [x1,x2
,...,xXn].

so # Output:

81 # L - rationaler Ausdruck in den Parametern, welche die Wahrscheinlichkeit
der gegebenen Permutation bezueglich der gegebenen Paramter ausdrueckt.

s2 prob_pl := proc(pi,params:=var_params_pl(nops(pi)))

83 local n,j,L,substitutions;

s« if (nops(pi) <> nops(params)) then:

85 print(cat("Fehler: Problemgroesse " ,nops(pi)," und Paramterzahl ",nops(
params)," stimmen nicht ueberein."));
86 return;
g7 fi;
ss 1 := nops(pi);
g9 # Formel fuer die Wahscheinlichkeit der Permutation pi im Plackett-Luce-
Modell

90 L := mul(cat(x,i)/add(cat(x,pilk]),k=i..n),i=1..n);
91 # Alle noetigen Subsitutionen erst zu Menge zusammenfassen, damit sie
gleichzeitig ausgefuehrt werden

92 substitutions := {};

93 for j from 1 to n do

94 substitutions := substitutions union { cat(x,j)=params[j] };
95 od;
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96 L := subs(substitutions,L);

97 1,8

98 end proc;

99

100 # Hilfsfunktion die die Standardliste fuer allgemeine Parameter zurueck gibt.
101 var_params_pl := proc(n::nonnegint)

102 return [x|[|(1..n)];

103 end proc;

C Bradley-Terry-Mallows

Fiir das Bradley-Terry-Mallows-Modell existieren 7 Prozeduren: testrun_btm (Zeile 9)
arbeitet alle Féalle von statistischen Daten ab, in denen genau zwei Permutationen genau
einmal auftauchen und versucht die Losungen zu bestimmen; test_first_polynomial_btm
(Zeile 34) betrachtet die selben Fille auf vereinfachte Weise und berechnet keine Losun-
gen; MLfct_btm (Zeile 60) erstellt zu gegebenen statistischen Datensatz die Likelihood-
Funktion; prob_btm (Zeile 75) berechnet die Wahrscheinlichkeit einer konkreten Permu-
tation; £_btm und c_btm (Zeilen 80 und 85) sind Hilfsfunktionen fiir die beiden Vorge-
nannten Funktionen und berechnen die Werte der Funktionen f und ¢* aus Definition 4.7;
var_params_btm (Zeile 90) erstellt einen allgemeinen Parametervektor fiir das Modell.

Paket btm

1 # Funktion zur automatischen Abarbeitung aller Faelle von statistischen Daten
in denen genau zwei Permutationen genau ein mal auftreten fuer die

Problemgroesse n

2 # Input:

3 # n - Problemgroesse

4 # make_coeffs_rational - TRUE oder FALSE je nachdem ob numerisch bestimmmte
Werte rationalisiert werden sollen. Achtung: Hierbei koennen Fehler
entstehen, siehe Abschnitt 6.3. Default ist FALSE

5 # Output:

6 # - Liste der n!-1 Loesungen

7 # Bemerkungen

8 # - Wie zur Funktion get_solutions beschrieben koennen nicht immer alle
Faelle geloest werden. In so einem Fall werden Fehlermeldungen ausgegeben
und Teilloesungen abgespeichert

9 testrun_btm := proc(n,make_coeffs_rational:=false)

10 local i,j,a,L,Id,Sn,allsols:=[],sols;

11 Sn := S(n);

12 for i from 2 to n! do

13 print(Sn[il);

14 a := [1,0$i-2,1,08$(n'-1)];

15 L := MLfct_btm(n,a);

16 # Setze vorab vl=1 damit die Rechnung moeglichst einfach ist

17 Id := factor(Basis(map(numer,convert (grad(subs(vi=1,L),[v||(2..n)]),1list)
)),plex(vl|(2..n)));

18 sols := get_solutions(Id,n-1,[v||(2..n)],[],make_coeffs_rational);
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19 # Anschliessend noch vl=1 an die Ergebnisse anfuegen
20 for j from 1 to nops(sols) do

21 sols[j] := [1,op(sols[j1)];

22 od;

23 # Loesungen zur Liste der Loesungen hinzufuegen

24 allsols := [op(allsols),sols];

25  od;

26 allsols;

27 end proc;

28

20 # Funktion zur oberflaechlichen Abarbeitung aller Faelle von statistischen
Daten in denen genau zwei Permutationen genau ein mal auftreten fuer die
Problemgroesse n. Hier wird nur die Groebnerbasis berechnet und
nachgeguckt ob das erste Polynom in der Groebnerbasis mit gueltigen
Parametern loesbar ist oder nicht. Es werden keine Loesungen berechnet

30 # Input:

31 # n - Problemgroesse

32 # Output:

33 # - Liste der Laenge n!-1, welche die Werte ’keine’ und ’moeglich’ enthaelt.
’keine’ bedeutet, das sicher keine gueltigen Loesungen existieren, °’
moeglich’ bedeutet, dass die Existenz von Loesungen nicht am ersten
Polynom der Groebnerbasis abgelesen werden kann.

34 test_first_polynomial_btm := proc(n)

35 local Sm,i,L,Id,p,sols:=[];

36 Sn := S(n);

37 for i from 2 to n! do

38 print(Sn[il);

39 L := MLfct_btm(n, [1,0$i-2,1,08(n!-1)1);

40 # setze vorab vl=1 damit die rechnung moeglichst einfach ist

4 Id := Basis(map(numer,convert(grad(subs(vi=1,L),[v||(2..n)]),list)),plex(
vil(2..0)));

42 # Faktorisiere nur erstes Polynom und schaue nach ob Loesung ueberhaupt
moeglich

43 p := factor(Id[1]);

44 if StringTools[Search] ("-",convert(p,string)) <> O then

45 sols := [op(sols),’moeglich’];

46 else

47 sols := [op(sols),’keine’];

48 fi;

49 od;

50 sols;

51 end proc;

52

53 # Funktion zur Erstellung der Likelihood-Funktion bei gegebem Vektor
statistischer Daten

54 # Input:

55 # n - Problemgroesse

56 # a - Statistischer Datenvektor der Laenge n!. a[i]=k, bedeutet, dass die i-
te Permutation in S_n (Wortschreibweise, lexikographisch sortiert) genau
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k mal aufgetreten ist.

57 # params - (optional) Vektor der Parameter. Default ist [vl,v2...,vn].

58 # Output:

50 # L - Likelihoodfunktion. Dies ist eine rationale Funktion in uebergebenen
Parametern params

60 MLfct_btm := proc(n,a,params:=var_params_btm(n))
61 local c,L,Sn;
62 ¢ := c_btm(params);

63 Sn := S(n);

64 L := mul(prob_btm(Sn[i],params,c)**a[i],i=1..n!);

65 return L;

66 end proc;

67

68 # Funktion zur berechnung der Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Permutation

690 # Input:

70 # pi - Permutation, dessen Wahrscheinlichkeit berechnet werden soll.

71 # params - (optional) Liste von Parametern des Modells. Default ist [v1,v2
,...,vn].

72 # ¢ - (optional) Vorab berechneter Normierungswert c. Dieser kann mit Hilfe
der Funktion c_btm vorab berechnet werden, falls diese Funktion mehrfach
aufgerufen werden soll. Default ist der Wert der Funktion c_btm(params)

73 # Output:

74 # - rationaler Ausdruck in den Parametern, welche die Wahrscheinlichkeit der
gegebenen Permutation bezueglich der gegebenen Paramter ausdrueckt.

75 prob_btm := proc(pi,params,c:=c_btm(params))

76 return 1/c*f_btm(pi,params) ;

77 end proc;

79 # Implementierung der Funktion f aus Definition 4.7

so f_btm := proc(pi,params)

s1  return mul (params[pi[i]]**(nops(params)-i),i = 1..nops(params));
g2 end proc;

84 # Implementierung der Funktion c aus Definition 4.7
85 c_btm := proc(params)

s6 return add(f_btm(pi,params),pi in S(nops(params)));
g7 end proc;

g9 # Hilfsfunktion die die Standardliste fuer allgemeine Parameter zurueck gibt.
90 var_params_btm := proc(n::nonnegint)

or  return [v||(1..n)];

92 end proc;

D Inversions-Modell
Fiir das Inversions-Modell existieren 10 Prozeduren: testrun_inv (Zeile 9) arbeitet alle

Félle von statistischen Daten ab, in denen genau drei Permutationen genau einmal auf-
tauchen und versucht die Losungen zu bestimmen; solve_case_inv (Zeile 33) versucht
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einen einzelnen Fall zu gegebener Problemgrofse und gegebenem Parametervektor zu 16-
sen; test_criterion_inv (Zeile 68) testet bei den selben Parametern die notwendige
Bedingung aus Satz 7.3; gls_inv (Zeile 95) ist bei ebenfalls selbigen Parametern eine
Hilfsfunktion zur Erstellung des zu 16senden Gleichungssystems und iibernimmt dabei die
Auflésung der Nebenbedingung und Substitution in die Likelihood-Funktion; MLfct_inv
(Zeile 126) erstellt zu gegebenen statistischen Datensatz die Likelihood-Funktion; N_inv
(Zeile 138) erstellt die Nebenbedingung zu gegeben Modellparametern; prob_inv (Zeile
149) berechnet die Wahrscheinlichkeit einer konkreten Permutation; rand_params_inv
(Zeile 180) erstellt zu gegebene Problemgrofe zufillige Modellparameter in Matrixform
flir heuristische Versuche, die aber nicht notwendigerweise die Nebenbedingung erfiillen;
var_params_inv (Zeile 194) erstellt eine allgemeine Parametermatrix fir das Modell;
var_list_inv (Zeile 207) gibt selbige Parameter in Listenform zuriick.

Paket inversions

1 # Funktion zur automatischen Abarbeitung aller Faelle von statistischen Daten
in denen genau drei Permutationen genau ein mal auftreten fuer die
Problemgroesse n

2 # Input:

3 # n - Problemgroesse

4 # make_coeffs_rational - TRUE oder FALSE je nachdem ob numerisch bestimmmte
Werte rationalisiert werden sollen. Achtung: Hierbei koennen Fehler
entstehen, siehe Abschnitt 6.3. Default ist FALSE.

5 # Output:

6 # - Liste der (n!-1)(n!-2)/2 gefundenen Loesungen

7 # Bemerkungen

8 # - Wie zur Funktion get_solutions beschrieben koennen nicht immer alle
Faelle geloest werden. In so einem Fall werden Fehlermeldungen ausgegeben
und Teilloesungen abgespeichert

9 testrun_inv := proc(n,make_coeffs_rational:=false)

10 local Sm,i,j,a,sol,solutions:=[];

11 Sn := S(n);

12 for i from 2 to n! do

13 for j from i+l to n! do

14 # datenvektor erstellen

15 a := [1,0$(i-2),1,0%(j-i-1),1,08(!-j)1;

16 print(cat(Sn[1],Sn[i],Sn[jl1));

17 sol := solve_case_inv(n,a,make_coeffs_rational);
18 solutions := [op(solutiomns),sol];

19 od;

20 od;

21 return solutions;

22 end proc;

23

24 # Diese Funktion versucht einen konkreten Fall im Inversionsmodell mit Hilfe
der Funktionen get_gls und get_solutions zu loesen und gibt die
gefundenen Loesungen zurueck

25 # Input:

26 # n - Problemgroesse
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27 # a - Vektor statistischer Daten der Laenge n!. al[il=k, bedeutet, dass die i-
te Permutation in S_n (Wortschreibweise, lexikographisch sortiert) genau
k mal aufgetreten ist.

28 # make_coeffs_rational - TRUE oder FALSE je nachdem ob numerisch bestimmmte
Werte rationalisiert werden sollen. Achtung: Hierbei koennen Fehler
entstehen, siehe Abschnitt 6.3. Default ist FALSE.

29 # Ouput:

30 # - Liste der gefundenden Loesungen

31 # Bemerkungen

32 # - entpsprechend den Beschraenkungen der Funktion get_solutions (siehe dort
und Abschnitt 6.3) koennen nicht immer alle Loesungen bestimmt werden. In

dem Fall werden entsprechende Fehlermeldungen ausgegeben und
Teilloesungen abgespeichert.

33 solve_case_inv := proc(n,a,make_coeffs_rational:=false)

3¢ local varlist,gls,L,v,Id,sols,i,j;

35 # Erst notwendiges Kriterium pruefen

36 if not test_criterion_inv(n,a) then

37 print ("Notwendige Bedingung nicht erfuellt. Keine Loesungen.");
38 return [];

39 else

40 print ("Notwendige Bedingung erfuellt. Berechne Loesungen...");
41 # Gleichungssystem mit entsprechneden Substitutionen erstellen
42 gls := gls_inv(n,a);

43 L := gls[2];

44 v := gls[3];

45 varlist := gls[4];

46 Id := factor(Basis(PolyId(map(numer,gls[1])),plex(op(varlist))));
47 # Loesungen bestimmen

48 sols := get_solutions(Id,n*(n-1)/2,varlist, [],make_coeffs_rational,v);
49 # in allen Loesungen v12 und die anderen v_ij=1 hinzufuegen

50 for i from 1 to nops(sols) do

51 v := gls[3];

52 for j from 1 to nops(varlist) do

53 v := subs(varlist[jl=sols[i][j],v);

54 od;

55 v := simplify(v);

56 sols[i] := [op(sols[i]),v,1$(nops(sols[i])-1)];

57 od;

58 return sols;

59 fi;

60 end proc;

61

62 # Funktion zum Testen des notwendigen Kriteriums zur Existenz von Maxima im
Inversions-Modell, vgl. Satz 7.3

63 # Input:

64 # n - Problemgroesse

65 # a - Vektor statistischer Daten der Laenge n!. a[il=k, bedeutet, dass die i-
te Permutation in S_n (Wortschreibweise, lexikographisch sortiert) genau
k mal aufgetreten ist.
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66 # Output
67 # - TRUE, falls notwendiges Kriterium erfuellt, FALSE sonst
68 test_criterion_inv := proc(n,a)

69
70
71
72
73
74
75

local i,Sn:=S(n),invs,invset:={},noninvset:={};
# Berechne die Inversionen und Nicht-Inversionen jeder permutation
invs := map(get_inversions,Sn);
# Vereinige die entsprechenden Mengen fuer alle auftauchenden Permutationen
for i from 1 to n! do
if a[i] <> 0 then
invset := invset union invs[i][1];

76 noninvset := noninvset union invs[i] [2];

s
78
79

80
81
82
83
84

fi;

od;

# Jedes Tupel muss als Inversion und als Nicht-Inversion gefunden worden

sein

if nops(invset) <> n*(n-1)/2 or nops(noninvset) <> n*(n-1)/2 then
return false;

else
return true;

fi;

85 end proc;

86
87 #

88 #
89 #
90 #

o1 #
92 #

03 #
o4 #

Hilfsfunktion zur Erstellung des Gleichungssystems bei gegebenem
statistischem Datenvektor

Input:

n - Problemgroesse

a - Vektor statistischer Daten der Laenge n!. al[il=k, bedeutet, dass die i-
te Permutation in S_n (Wortschreibweise, lexikographisch sortiert) genau
k mal aufgetreten ist.

Output

- Liste mit 4 Werten. Der erste ist die Liste der partiellen Ableitungen
der Likelihoodfunktion, der zweite ist die Likelihoodfunktion selbst, der

dritte ist die Substitution die fuer v12 durchgefuehrt wurde und der
vierte ist die Liste der verbleibenden Parameter

Bemerkungen:

Durch die hohe Redundanz des Inversions-Modells wird v_ij=1 gesetzt fuer {i
,j} verschieden von {1,2}, ferner wird die Nebenbedingung des Modells
nach v_12 augeloest und dies in der Likelihoodfunktion substituiert. Es
bleibt eine Funktion in der Parametern u_ij uebrig.

95 gls_inv := proc(n,a)

96
97
98
99
100
101
102
103
104

local vars,var_list,i,j,N,L,Sn;
Sn := S(n);
var_list := sort(var_list_inv(n));
vars := var_params_inv(n);
# alle v[ij] bis auf v[12] koennen 1 gesetzt werden
for i from 2 to n do
for j from 1 to n-1 do
if(i <> 2 or j <> 1) then
vars[i] [j] := 1;
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105 fi;

106 od;

107 od;

108 # Nebenbedingung nach v12 aufloesen

100 N := add(prob_inv(pi,vars),pi in Sn)-1;

110 vars[2,1] := solve(N,vars[2,1]);

111 L := MLfct_inv(n,a,vars);

112 # Ableitungen in die Richtungen ul[ij] genuegen, da die anderen Variablen
schon festgelegt sind.

113 return([convert(grad(L,var_list[1..(n*(n-1)/2)]),1list),

114 L,
115 vars[2,1],
116 var_list[1..(n*x(n-1)/2)11);

117 end proc;

118

119 # Funktion zur Berechnung der Likelihood-Funktion im Inversions-Modell

120 # Input:

121 # n - Problemgroesse

122 # a - statistische Daten. 1-dim Liste der Laenge n!

123 # params - 2-dim Liste der Dimesion n*n, Parameter des Inversions-Modells in
Matrixform

124 # Output:

125 # L - Likelihoodfunktion

126 MLfct_inv := proc(n,a,params)

127 local Sn,L;

128 Sn := permute(n);

120 L := mul(prob_inv(Sn[i],params)**a[i],i=1..n!);

130 return L;

131 end proc;

132

133 # Funktion zur Erstellung der Nebenbedingung im Inversionsmodell

134 # Input:

135 # n - Problegroesse

136 # Output:

137 # Nebenbedingung N, vlg. Abschnitt 4.3

138 N_inv := proc(n,params:=var_params_inv(n))

139 local Sn := S(n);

140 return add(prob_inv(pi,params),pi in Sn)-1;

141 end proc;

142

143 # Funktion zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit einer Permutation im
Inversions-Modell

144 # Input:

145 # pi - Permuatation in S_n

146 # params - 2-dim Liste der Dimesion n*n, Parameter des Inversions-Modells in
Matrixform

147 # Output:

148 # Wahrscheinlichkeit der gegebenen Permutation im Inversions-Modell

149 prob_inv := proc(pi,params)

74



Quellcode der Maple Funktionen

151

157

164

165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179

180
181
182
183
184

186
187
188
189
190
191
192

local n,tau,i,j,L,substitutions;
n:= nops(pi);
tau := inverse(pi);
L:=1;
for i from 1 to n do:
for j from i+l to n do:
if (taulil<taul[j]) then:
L := Lxcat(u,i,j);
else
L := L*cat(v,i,j);
fi;
od;
od;
# W’keit ist nun allgemein berechmnet mit u_ij v_ij, nun uebergebene
Parameter substituieren
# Substitutionen zuerst zu Menge zusammenfassen damit alle gleichzeitig
ausgefuehrt werden
substitutions := {};
for i from 1 to n do:
for j from i+l to n do:
if (tauli]<taul[j]) then:

substitutions := substitutions union { cat(u,i,j)=params[i] [j] };
else
substitutions := substitutions union { cat(v,i,j)=params([j][i] };
fi;
od;
od;
L := subs(substitutions,L);
L;
end proc;

# Hilsfunktion fuer heuristische Untersuchungen die einen Satz zufaelligen

Paramter zurueckgibt. Es wird fuer jeden Paramter (gleichverteilt) ein
Wert aus der Menge {1/10,2/10,...,20/10} eingesetzt.

rand_params_inv := proc(n)

local i,j,roll,params;
roll := rand(1..20)/10;
params := [[0$n]$n];
for i from 1 to n do:
for j from i+l to n do:
params[i,j] := rollQ);
params [j,i] roll();
od;
od;
return params;

end proc;

193 # Hilfsfunktion zur Erstellung einer allgemeinen Paramertermatrix (u_ij,v_ij)
194 var_params_inv := proc(n)
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195 local i, j,params;
196 params := [[0$n]$n];
197 for i from 1 to n do:

198 for j from i+l to n do:

199 params[i,j] := cat(u,i,j);
200 params[j,i] := cat(v,i,j);
201 od;

202 od;

203 return params;

204 end proc;

205

206 # Hilfsfunktion zur Erstellung einer Liste der allgemeinen Parameter
207 var_list_inv := proc(n)

208 local 1list,i,j,k;

200 list := [0$n*(n-1)];

210 k := 1;

211 for i from 1 to n do:

212 for j from i+l to n do:
213 list[k] := cat(u,i,j);
214 list[k+1] := cat(v,i,j);
215 k = k+2;

216 od;

217 od;

218 return list;
219 end proc;

76



Literaturverzeichnis

[Ada00]

[BGKS6|

[BT52]

ICFVO1]

|CLO00]

[Dan50]

[Dav88]

[Diagg)|

[GKMT04]

[GMN*91]

[Hec03]
[Huloo|
IKBS40]

William Adams, An introduction to Grobner bases, third ed., American Ma-
thematical Society, 2000.

W. Boege, R. Gebauer, and H. Kredel, Some examples for solving systems
of algebraic equations by calculating Groebner bases, Journal of Symbolic
Computation 2 (1986), 83-98.

R.A. Bradley and M.E. Terry, Rank analysis of incomplete block designs. I.
The method of paired comparsions., Biometrika 39 (1952), 324-245.

Douglas E. Critchlow, Michael A. Flinger, and Joseph S. Verducci, Probability
models on rankings, Journal of Mathematical Psychology 35 (1991), 294-318.

David Cox, John Little, and Donal O’Shea, Ideals, varieties and algorithms:
An introduction to computational algebraic geometry and commutative alge-
bra, third ed., Springer, 2000.

H.A. Daniels, Rank correlation and population models, Journal of the Royal
Statistical Society, Series B: Statistical Methodology 12 (1950), 171-181.

H.A. David, The method of paired comparsions, Oxford University Press: New
York, 1988.

P. Diaconics, Group representations in probability and statistics, Institute of
Mathematical Statistics: Hayward, California, 1988.

Shuhong Gao, Erich Kaltofen, John May, Zhengfeng Yang, and Lihong Zhi,
Approzimate factorization of multivariate polynomials via differential equati-
ons, Proceedings of the 2004 international symposium on Symbolic and alge-
braic computation (New York, NY, USA), ISSAC 04, ACM, 2004, pp. 167—
174.

A. Gianni, T. Mora, G. Niesi, L. Robbiano, and C. Traverso, 'One sugar cube
please’ or selection strategies in the Buchberger algorithm, Proc. International
Symposium on Symbolic and Algebraic Computation (1991), 49-54.

André Heck, Introduction to Maple, 3rd ed., Springer, 2003.
Klaus Hulek, Algebraische Geometrie, Vieweg, 2000.

M.G. Kendall and B. Babington Smith, On the method of paired comparsions,
Biometrika 31 (1940), 324-345.

7



Literaturverzeichnis

[Ken70]
[Luch9|
[Mal57]

[Mar95|

[MGH™ 05|

[Pla75|

[SW11]

[Thu27]

78

M.G. Kendall, Rank correlation methods, 4th ed., Griffin, 1970.
R.D. Luce, Individual choice behavior, Wiley, 1959.
C.L. Mallows, Non-null ranking models. I., Biometrika 44 (1957), 114-130.

John I. Marden, Analyzing and modeling rank data, 1st ed., Chapman and
Hall, 1995.

Michael B. Monagan, Keith O. Geddes, K. Michael Heal, George Labahn,
Stefan M. Vorkoetter, James McCarron, and Paul DeMarco, Maple 10 pro-
gramming guide, Maplesoft, Waterloo ON, Canada, 2005.

R.L. Plackett, The analysis of permutations, Journal of the Royal Statistical
Society, Series C: Applied Statistics 23 (1975), 193-202.

B. Sturmfels and V. Welker, Commutative algebra of statistical ranking, 2011,
submitted.

L.L. Thurstone, A law of comparative judgement, Psychological Reviews 34
(1927), 273-286.



