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Relationen bedingter Wahrscheinlichkei-
ten

1 Projektive Räume und homogene Koordina-
ten

Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n+ 1. Identifiziert man in diesem Vek-
torraum jeweils die Elemente jedes 1-dimensionalen Unterraums außer der 0, so
erhält man einen projektiven Raum P(V ) der Dimension n. Es gilt also

P(V ) := (V \ {0})/ ∼,

wobei für a, b aus V gilt:

a ∼ b⇔ ∃λ ∈ K \ {0} : a = λ · b.

Im Fall V = Kn+1 schreibt man P(V ) als Pn und die Elemente aus Pn in
homogenen Koordinaten (v0 : ... : vn). Offenbar ist die Darstellung eines solchen
Punktes in homogenen Koordinaten nicht eindeutig, da

λ · (v0 : ... : vn) = (λv0 : ... : λvn) = (v0 : ... : vn),∀λ ∈ K \ {0}

Mit der injektiven Abbildung

π : Kn −→ Pn

(a1, ..., an) 7−→ (1 : a1 : ... : an)

kann man Kn als Teilmenge des Pn verstehen. Es gilt Bild(π) = {a ∈ Pn :
a0 6= 0}. Anschaulich erhält man den Pn indem man den Kn um eine unendlich
ferne Hyperebene erweitert; die Punkte (1 : ...) repräsentieren dabei die affinen
Punkte, die Punkte (0 : ...) repräsentieren die unendlich fernen Punkte, wobei
der hintere Teil der Koordinaten die Richtung des unendlich fernen Punktes
angibt.

In der Abbildung 1 sind die Konstruktionen des P1 und des P2 veranschau-
licht. Der Halbkreis im linken Bild ist isomorph zu R1 ∪ {∞} ∼= P1. Im rechten
Bild sieht man die Einbettung von R2 in P(R3) = P2. Die Geraden, die die
eingezeichnete Ebene schneiden, entsprechen im R2 ihren Schnittpunkten mit
dieser Ebene. Die Geraden, die parallel zur Ebene verlaufen, entsprechen den
unendlichen fernen Punkten, genauer sogar dem P1, denn es gilt P2 ∼= R2 ∪ P1.
Interpretiert man die im Bild vertikale Koordinatenachse als die x1-Achse, so
sieht man anschaulich, warum die Punkte mit x1 = 0 den unendlich fernen
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Abbildung 1: Konstruktion des P1 und des P2 über R

Punkten und die Punkte mit x1 = 1 den affinen Punkten entsprechen: Die Ge-
raden, die parallel zur Ebene verlaufen, werden genau von solchen Vektoren
repräsentiert, für die x1 = 0 gilt.

Die Wahl von i = 1 ist hier willkürlich, ebenso kann jede beliebige Hy-
perebene des Pn als unendlich ferne Hyperebene und das Komplement als Kn

aufgefasst werden. In der Kontruktion des P2 in Abbildung 1 entspricht dies ei-
ner veränderten Wahl der Hyperebene, dessen Schnittpunkte mit den Geraden
als affine Punkte aufgefasst werden. Im Fall n ≤ 3 kann man so verschiedene
Karten aufzeichnen und auch Schnitte im unendlich Fernen gut visualisieren.

Betrachtet man Nullstellenmengen von Polynomen im projektiven Raum,
so stößt man zunächst auf ein Problem der Wohldefiniertheit: Für Polynome
f ∈ K[x0, ..., xn] mit einer Nullstelle a = (a0, ..., an) gilt in der Regel nicht
f(λ · a) = 0; aber es ist a = λ · a, wenn a ein Punkt im projektiven Raum
ist. Dieses Problem kann man durch den Übergang auf homogene Polynome
umgehen, d.h. Polynome, die in jedem Monom denselben Grad haben. Davon
erzeugte Ideale nennt man homogene Ideale und auf diese Weise kann man
analog zum Affinen eine Theorie der projektiven Varietäten aufbauen.

Mehr über projektive Geometrie und der Theorie der affinen und projektiven
Varietäten ist in [1] zu finden. Im Folgenden soll, falls nicht anders erwähnt, C
als Grundkörper vorrausgesetzt werden.

2 Bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Sei Ω = [m] ein endlicher Ereignisraum, E ⊂ 2Ω wobei für alle I ∈ E gilt |I| ≥ 2.
C[E ] bezeichne die Ereignisalgebra, der Polynomring mit Unbestimmten pi|I für
alle I ∈ E und i ∈ I, d.h. eine Unbekannte für jede elementare bedingte Wahr-
scheinlichkeit. Es bezeichne weiter ||E || =

∑
I∈E |I| die Anzahl der Variablen in

C[E ]; pi für pi|[m], falls [m] ∈ E .
Ein Punkt (p1, ..., pm) ∈ Rm

≥ mit
∑n

i=1 pi = 1 repräsentiert eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf Ω. Gilt pj > 0 für alle j, so ist die bedingte Wahrschein-
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lichkeit von i gegeben I 3 i:

pi|I =
pi∑

j∈I pj
.

Allgemeiner folgende

Definition 2.1 Eine bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung für E ist ein Punkt
(pi|I : i ∈ I ∈ E ) ∈ R||E ||≥0 , so dass für alle J,K ∈ E mit J ⊂ K gilt

(i)
∑

i∈J pi|J = 1,

(ii) für alle i ∈ J gilt pi|K = pi|J
∑

j∈J pj|K .

Dies ist die verallgemeinerte Version der obigen Formel, welche man aus
der Definition 2.1 erhält, wenn man K zu [m] und J zu I spezialisiert und∑

i∈I pi 6= 0 vorraussetzt. Wenn allerdings
∑

i∈I pi = 0 gilt, so erfüllt der ge-
samte Wahrscheinlicheitssimplex ∆J := {(pj|J)j∈J : pj|J ≥ 0,

∑
j∈J pj|J = 1}

diese Definition.

2.1 Eine projektive Sicht von Wahrscheinlichkeit

Ausgehend von Definition 2.1 erscheint es naheliegend, nicht einfache Punkte
(p1, ..., pm) ∈ Rm

≥ mit
∑n

i=1 pi = 1 zu betrachten sondern diese Punkte stattdes-
sen als Elemente des Pm−1 = P(Cm) in homogenen Koordinaten zu verstehen.
So eliminiert man die Bedingung

∑m
i=1 pi = 1. Den Begriff des Wahrscheinlich-

keitssimplexes kann man auf zwei Arten mit diesem komplex-projektiven Raum
zusammenführen:

Der offensichtlichste Weg ist die Restriktion, indem man den Wahrschein-
lichkeitssimplex ∆m−1 mit dem reellen positiven Teil von {y = (y1 : ... : ym) ∈
Pm−1 :

∑n
i=1 yi 6= 0} identifiziert. In Abbildung 2 ist dies für den Fall m = 3

illustriert. Hier ist die Hyperebene V (y1 + y2 + y3) die unendlich ferne.

Abbildung 2: projektiver Simplex
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Aufgrund der fehlenden algebraischen Struktur erweist sich dies aber als
weniger günstig als der alternative Weg, Pm−1 mittels der Abbildung

µ : Pm−1 −→ ∆m−1

(y1 : ... : ym) 7−→ 1∑
i |yi|
|yi|ei

surjektiv auf den Wahrscheinlichkeitssimplex ∆m−1 zu projezieren. Auf seinem
Bild ist µ die Identität, somit kann man nun beliebige Punkte des komplex
projektiven Raums als Wahrscheinlichkeitsverteilungen interpretieren. So las-
sen sich nun die Relationen bedingter Wahrscheinlichkeiten mit der Struktur
projektiver Varietäten beschreiben.

2.2 Homogene bedingte Wahrscheinlichkeit

Die Definition 2.1 von bedingter Wahrscheinlichkeit soll im Folgenden so ver-
allgemeinert werden, dass die Bedingung, eine bedingte Wahrscheinlichkeitsver-
teilung zu sein, mit homogenen Polynomen ausgedrückt werden kann. Damit
kann die Menge der bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen als projektive
Varietät verstanden werden.

Eine bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung wird nun repräsentiert durch
einen Punkt im kartesischen Produkt projektiver Räume. Dieses Produkt be-
steht aus Faktoren P|I|−1, mit jeweils einem Faktor für jedes I ∈ E . Jeder
dieser Faktoren P|I|−1 enthält wiederum Punkte in homogenen Koordinaten
(pi0|I : ... : pi|I||I).

Definition 2.2 Eine projektive bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung auf E
ist ein Punkt p = ((pi0|I : ... : pi|I||I), I ∈ E ) ∈

∏
I∈E P|I|−1 so dass für alle

J,K ∈ E und i ∈ J ⊂ K gilt

(
∑
j∈J

pj|J)pi|K = pi|J(
∑
j∈J

pj|K)

Für wirkliche bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist
∑

j∈J pj|J = 1
und dann steht im Wesentlichen die Definition 2.1 da.

Beispiel 2.3 Sei m = 4, E = {123, 234, 23}. Wähle

p = ((
1
6

:
2
6

:
3
6

), (
2
9

:
3
9

:
4
9

), (
2
5

:
3
5

)) ∈ P2 × P2 × P1.

Nachrechnen zeigt, dass die Gleichungen aus der obigen Definition erfüllt sind,
z.B. für K = 123, J = 23, i = 2:

(
∑

j=2,3

pi|23) · p2|123 = p2|23 · (
∑

j=2,3

pi|123)

⇔ 1 · 2
6

=
2
5
· (2

6
+

3
6

)

Bei selbigem E kann man auch für q = (( 1
6 : 2

6 : 3
6 ), ( 2

9 i : 3
9 i : 4

9 i), (−
2
5 : − 3

5 ))
die Korrektheit der obigen Gleichungen nachrechnen. Es gilt µ(q) = p.
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Aus der Definition 2.2 leitet sich das folgende Ideal in der Ereignisalgebra
C[E ] ab:

JE = 〈(
∑
j∈J

pj|J)pi|K − pi|J(
∑
j∈J

pj|K) : J,K ∈ E , i ∈ J ⊂ K〉.

Dieses Ideal enthält alle Polynombedingungen, die ein Punkt p ∈
∏

I∈E P|I|−1

erfüllen muss, damit er eine projektive bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung
ist. Insbesondere erfüllt jede wirkliche bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung
diese Bedingungen.

Folgende Abkürzungen sollen noch vereinbart werden: es sei pJ|J :=
∑

j∈J pj|J .
Für wirkliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen gilt natürlich pJ|J = 1, doch
pJ|J soll hier als Linearform in C[E ] verstanden werden. Es sei weiter αE :=∏

i∈I∈E pi|I , βE :=
∏

I∈E pI|I . Die Saturierung eines Ideals I bzgl. eines Poly-
noms f ist

(I : f∞) :=〈g ∈ C[E ]|∃n ∈ N : fng ∈ I〉
={g ∈ C[E ]|∃n ∈ N : fng ∈ I}.

Für den Fall [m] ∈ E definiere

IE := (JE : (αE βE )∞).

Im Falle [m] /∈ E , setze E ′ := E ∪ [m] und IE := IE ′ ∩ C[E ].
Es gilt IE ⊇ JE . Die Erweiterung des Ideals JE auf seine Saturierung ver-

kleinert zunächst ggf. die Nullstellenmenge, d.h. es könnten nun Punkte aus
der Nullstellenmenge verschwinden, die aber eigentlich eine projektive bedingte
Wahrscheinlichkeitsverteilung im Sinne der Definition 2.2 sind. Doch die Defi-
nition von αE und βE sorgt dafür, dass eben nur solche Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen verschwinden, wo Einzelereignise i oder ganze Ereignisse I unmöglich
sind, und durch Reduzierung von E und Ω werden diese dann irrelevant.

3 Eine universelle Gröbnerbasis für bedingte Wahr-
scheinlichekteisverteilungen

Die universelle Gröbnerbasis von IE wird aus den Zyklen eines benannten bi-
partiten Graphen G(E ) hervor gehen. Dieser wird folgendermaßen definiert:

Ecken: Eine Ecke uI für jedes I ∈ E sowie eine Ecke vi für jedes i ∈ ∪I∈E I.

Kanten: Eine gerichtete Ecke uI → vi für jedes I ∈ E und i ∈ I.

Kantenbezeichnungen: Die Ecke uI → vi wird mit der Unbekannten pi|I
bezeichnet.

Dabei soll jeder gerichtete Zyklus C in der ungerichteten Version von G(E ) ein
Binom repräsentieren: Jede Kantenbenennung erscheint als Faktor im positiven
Teil des Binoms, falls seine Kante in Zyklusrichtung zeigt und im negativem
Teil, falls entgegengesetzt.
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Beispiel 3.1

(1) Sei n = 4 und E = {12, 123, 1234}. Der Graph G(E ) ist in Abbildung 3
gezeichnet. Betrachtet man den Zyklus (1234, 3, 123, 1, 1234), so erhält man
das Binom p3p1|123 − p3|123p1 (bzw. p3|123p1 − p3p1|123).

(2) Sei n = 3 und E = {12, 13, 23, 123}. Hier erhält man aus dem äußeren
Zyklus (siehe Abbildung 4) das Binom p1|12p3|13p2|23 − p2|12p3|23p1|13.

Abbildung 3: Bipariter Graph G(E ) zu E = {12, 123, 1234}

Abbildung 4: Äußerer Zyklus des Graphen G(E ) zu E = {12, 13, 23, 123}

Ein Zyklus C heißt induziert, falls kein Paar seiner Ecken im ursprünglichen
Graphen durch eine Kante verbunden ist, die nicht zu C gehört. (“Man kann
keine Abkürzung nehmen.”)

Satz 3.2 Die durch den Graphen G(E ) definierten Binome bilden eine univer-
selle Gröbnerbasis von IE . Insbesondere wird IE schon von den Binomen aus
induzierten Zyklen erzeugt, wobei diese nicht notwendig eine Gröbnerbasis bil-
den.

Um diesen Satz zu zeigen, sind einige Aussagen über torische unimodulare Ideale
sowie unimodulare Matritzen nötig, die von Sturmfels in [4] behandelt werden.
Dazu:
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Definition 3.3 Die Matrix A ∈ Zm×d definiert das (sogenannte) torische Ide-
al

IA := 〈xu+
− xu− : u ∈ Bild(A) ∩ Zm〉,

wobei u = xu+ − xu− mit xu+
, xu− ∈ Nm

0 .

Definition 3.4 Ein torisches Ideal IA heißt unimodular, falls jede reduzierte
Gröbnerbasis von IA ausschließlich aus quadradfreien Binomen besteht (d.h. es
existieren keine Quadrate in den Leittermen jeder Gröbnerbasis). In diesem Fall
heißt auch die Matrix A unimodular.

Ist G = (U, V,E) ein bipartiter Graph, so erhält man ihre Ecken-Kanten-
Inzidenzmatrix auf folgende Weise [3]: die Zeilen werden mit den Ecken des
Graphen, die Spalten mit den Kanten des Graphen bezeichnet. Ein Eintrag aij

der Matrix soll dann 1 sein, wenn die Ecke i in der Kante j liegt und sonst 0.

Beispiel 3.5 Man betrachte den Graphen G (siehe Abbildung 5) mit

V = {1, 2, 3, 4}, U = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 4}, {1, 4}}.

Dann ist

A =


1 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1 1


die Ecken-Kanten-Inzidenzmatrix.

1 23
4

Abbildung 5: Die Ecken-Kanten-Inzidenzmatrix des Graphen G aus Beispiel 3.5

In unserem Fall ist G = G(E ) und es gilt:

U = {uI : I ∈ E } sowie V = {vi : i ∈ ∪I∈E I}.

Die Zeilen der Ecken-Kanten-Inzidenzmatrix A des Graphen G(E ) werden dann
mit den Ecken u1, ..., u|U |, v1, ..., v|V | bezeichnet, die Spalten wie gehabt.

Die folgende Proposition besagt, dass so konstruierte Matritzen unimodular
sind und erlaubt so den Beweis von Satz 3.2.

Proposition 3.6 Die Ecken-Kanten-Inzidenzmatrix A eines bipartiten Gra-
phen G = (U, V,E) ist unimodular, d.h. insbesondere ist IA ein unimodula-
res torisches Ideal. Die Zyklus-Binomi des Graphen G bilden eine universelle
Gröbnerbasis von IA.
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Man zeigt nun, dass die dem Graphen G(E ) assoziierten Binome eine Basis
des torischen Ideals IA bilden, wobei A die Ecken-Kanten-Inzidenzmatrix von
G(E ) ist. Außerdem zeigt man, dass dieses Ideal mit IE übereinstimmt. Diesen
Beweis und weitergehende Betrachtungen sind in [2] ausgeführt, welches Vorlage
für diese Ausarbeitung war.
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